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6. SUCESIONES Y SERIES NUMERICAS
6.1. SUCESIONES NUMERICAS

6.1.1. Sucesiones de numeros reales

Se llama sucesion de nimeros reales a cualquier lista ordenada de nimeros reales:
ai, a2, az, ..., Qn, ...
que se suele representar por {a,}. Una sucesién se puede interpretar también como una aplicacién:

N — R

n — anp

donde la expresion, si existe, de cada término en funcién del lugar que ocupa, a, = f(n), se llama
término general de la sucesién.

6.1.2. Ejemplos

1 1 1 .z , . _ 1
1. 1,3, 3, 4, --- es una sucesion de término general a, =
2. 2, —4, 6, —8, 10, —12, ... es una sucesién de término general a,, = —2(—1)"n.
3.12,6,3,2,3, 3 es una sucesién de término general a, = 22; = 24 -2~
. y 9y 9y 9y 4y gy vt g n = gn—-1 — .

6.1.3. Limite de una sucesién

Intuitivamente, se dice que la sucesién {a,} tiene limite [ (que puede ser un nimero real, +00 0 —00)
si a,, tiende a [ cuando n tiende a infinito, y se indica:

lim a, =1 o} lima, =1 o} ap — 1
n—oo n

Formalmente:

lim a, =1 €R <= (Ve >0 Fv tal que: n>v = |a, — | <¢)

n—oo

lim a, = +o0 <= (VM >0 Jv tal que: n >v = a, > M)
n—oo

lim a, = —00 <= (VM >0 v tal que: n >v = a, < —M)
n—oo

En cualquier caso, como ocurria en el caso de limites de funciones, el limite de una sucesion, si existe, es
unico. También como alli, las sucesiones con limite cero se llaman infinitésimos.

6.1.4. Ejemplo
Encuentra, intuitiva y formalmente, los limites de las siguientes sucesiones:

n—1 n? n?

b n = n —
nr1 Paw=m (=T

(a) a, = (d) 1,-1, 1, -1, 1, -1, ...

6.1.5. Caracter de una sucesion

Segin que exista o no el limite de una sucesion, y de su valor, se define su caracter:

e Se dice que una sucesion es convergente si tiene limite finito.
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e Se dice que una sucesién {a,} es divergente si la sucesién {|a,|} tiende a +o0, es decir, si:
VM >0 Jv tal que: n>v = |ay| > M

Son divergentes las sucesiones con limite 400 y con limite —oo, pero también lo son ciertas sucesiones
sin limite como, por ejemplo, la sucesién 1, —2, 3, —4, 5, —6, ... donde los términos que ocupan
lugares impares tienden a +oo y los que ocupan lugares pares tienden a —oo.

e Se dice que una sucesion es oscilante cuando no es convergente ni divergente. Por ejemplo, la
sucesiéon 1, —1, 1, —1, 1, —1, ... es oscilante.
6.1.6. Tipos de sucesiones y propiedades
e La sucesién {a,} es acotada si existe M > 0 tal que |a,| < M, para todo n € N.
e La sucesién {a,} es monétona creciente si a,, < an+1, para todo n € N.
e La sucesién {a,} es monétona decreciente si a,, > a,+1, para todo n € N.
e Se dice que una sucesién es mondtona cuando es mondétona creciente o mondtona decreciente.

El caréacter y el tipo de las sucesiones estan relacionados con las siguientes propiedades:

1. Toda sucesién mondtona y acotada es convergente.
2. Toda sucesién mondétona no acotada es divergente.

3. Toda sucesién convergente esta acotada.

Observa que el reciproco de la tercera propiedad no es cierto, pues una sucesién acotada puede no ser
convergente (por ejemplo: 1, —1, 1, =1, 1, =1, ...).

6.1.7. Subsucesiones

Se llama subsucesién de la sucesién {a, } a cualquier sucesién {ay,, } donde n; < ng < nz < ..., es decir,
cualquier sucesién formada por términos elegidos arbitrariamente pero en orden creciente de ubicacion.
Asi, por ejemplo, son subsucesiones de la sucesién 1, 2, 3,4, 5,6, ... las siguientes.

1,3,57,0, ... 2,4,6,8,10, ... 3,927, 81, ...

pero no lo es la sucesién 3, 2, 9, 8, 27, 26, ..., pues aunque todos sus términos estan incluidos en ella, no
lo estan en el mismo orden.
Se verifican las siguientes propiedades:

e Toda subsucesién de una sucesién convergente (divergente) es una sucesion convergente (divergente)
y el limite (si existe) es el mismo.

e Toda sucesién acotada admite una subsucesién convergente.

e Toda sucesiéon admite una subsucesién que es convergente o divergente.

Puesto que una sucesién oscilante contiene subsucesiones convergentes, tiene sentido definir los limites
de estas como limites de oscilacién de la primera. Asi, por ejemplo, 1, —1 y 400 son limites de oscilacién
de la sucesion 1, —1, 1,1, -1, 2,1, -1,3,1, —-1,4,1, —-1,5,1, -1, 6, ....

6.1.8. Limites de operaciones con sucesiones

Si{an,} — ay {b,} — b, entonces:

a a
an b, — axb anby, — ab b—n—>g(sib7$0) a%”—>ab
n
siempre que no se presente alguna de las siguientes indeterminaciones:
0 00
00 — 00 0-00 — — 1*° 0° o
0 00

que, en cada caso, habra que resolver mediante técnicas adecuadas de calculo de limites.
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6.1.9. Limites de sucesiones como limites de funciones

Sia, = f(n)y lim f(x) =1, entonces lima, = I.
Tr—00 n
Este resultado permite usar en el cdlculo de limites de sucesiones las técnicas empleadas para el calculo
de limites de funciones, incluso la regla de L’Hopital.

6.1.10. Ejemplos
Halla el limite de las siguientes sucesiones:
(@) an=vVn+1—+/n (c) an = ¥Yn

Inn n \2! apyn? + a,_nP 1 4+ ...
b = — d = — P p
( ) an n ( ) (79} (TL — 1) (e) Qnp, bqnq T bq_lnq_l T

6.1.11. Sucesiones equivalentes
Se dice que {a,} y {bn} son sucesiones equivalentes si el limite de su cociente es la unidad:

a
{an} v {bn} son sucesiones equivalentes <= lim b—n =1
o On

y se indica: a, ~ b,. Es facil comprobar, hallando los limites pertinentes, que las siguientes sucesiones
son equivalentes:

e Sia, — 0, son equivalentes:

sina,, ~ a, ~ arcsina,, (1+ap)? ~ 1+ pa, In(1+ay) ~ a,
a2
tana, ~ a, ~ arctana, 1—cosa, ~ ?” e’ —1~ay,

e Sia, — 1, son equivalentes:

1
Ina, ~a, —1 y, sustituyendo a, = {/a (a > 0), Va—1~ —Ina
n
e Féormula de Stirling:
n
nl ~n"e "V2mn = (ﬁ) 2mn
e

En el calculo de limites, en productos y cocientes se pueden sustituir sucesiones por otras equivalentes.

6.1.12. Ejemplo

Calcula, usando sucesiones equivalentes, los siguientes limites:

n n

. 1 . n .2 .n
(a) h}znnsmg (b) 1171511712 <el/ - 1) (c) hyrlna (d) h%nﬁ

6.1.13. Infinitos. Ordenes de magnitud

Se dice que una sucesién es un infinito si es divergente, es decir, si el limite de su valor absoluto es
infinito:
{an} es un infinito <= lim|a,| = oo
n

Dados dos infinitos {a,} v {bn}, se dice que {b,} es un infinito de orden superior al de {a,} si:

. Gp
lim— =0
n by
y se representa por: a, < by,.
Es facil comprobar, hallando los limites pertinentes, la siguiente jerarquia de infinitos:

Inn < nf <a" <nl<n" (p>0,a>1)

En el calculo de limites, se puede sustituir una suma o diferencia de infinitos por aquel que tiene jerarquia
superior.
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6.1.14. Ejemplo

Halla, usando la jerarquia de infinitos, el siguiente limite:

i V. n3 +n? — (Inn)"
im
n nyvn+1

6.1.15. Dos teoremas sobre limites

e Regla del sandwich: El limite de una sucesién comprendida entre dos que tienen el mismo limite
coincide con este, es decir:

{anébngcn

lima, =lime, =1 — thnbn:l

e Teorema: El producto de una sucesion acotada por otra con limite cero también tiene limite cero,

es decir:
{{an} acotada

limb,, = 0 — limanb, =0

6.1.16. Ejemplos

Halla los limites de las siguientes sucesiones:

+ sin +...+sin

1 1 1
n+v1 n+v?2 n+y/n

6.1.17. Criterio de Stolz

(a) a, = sin o

(b) a, = (_:L)n sin [<n3 +3n% + 1nn>n]

Si {b,} es mondtona divergente, o {a,} y {b,} son infinitésimos con {b,} monétona, entonces

siempre que este ultimo limite exista.

6.1.18. Ejemplo
.mﬁ+x/§+\/§+...+ﬁ

Halla el siguiente limite: i

n ny/n

6.1.19. Otros criterios

Como consecuencia del criterios de Stolz, se obtienen los siguientes criterios de convergencia:

ap+as+...+an
n

=1

e Media aritmética: Si lima,, = [, entonces lim
n n

e Media geométrica: Silima, =1y a, > 0 para todo n, entonces lim Yajas...a, =1
n n

An+1
Qp,

e Criterio de la raiz:Si lim =1y a, > 0 para todo n, entonces lim a,, =
n n

6.1.20. Ejemplos

Halla los limites de las siguientes sucesiones:

1+V2+V3+...+ n (©) an = ¥

A1 49 n2 Yin+D(n+2)...(n+n
(b)a":\/2'5'10"”'n2+1 (d) a, = Y/ (n+1)( J;) (n+n)

(a) an =
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6.1.21. Sucesiones recurrentes

Se dice que {ay} es una sucesién recurrente cuando sus términos vienen definidos en funcién de los
que le preceden. Son sucesiones recurrentes:

a1:1 .
es la sucesion: 1, V2, V3, V4 =2, ...
{an+1:\/1+a%, n>1

ar=as =1
! 2 es la sucesion: 1,1, 2,3,5,8,13,... (sucesién de Fibonacci)
ap = ap—1+ap—2, N >2

Para hallar el limite de sucesiones recurrentes es frecuente proceder como se indica a continuacion:

1. Probar que la sucesién es monétona y acotada, de donde se deduce que tiene limite (6.1.6).

2. Tomar limites en la expresién de recurrencia y hallar el limite en la ecuacion que se obtiene.

6.1.22. Ejemplo

1
Un1 = g=g-» N =1

Halla el limite de la sucesion recurrente: { )
al =

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Halla el término general de las siguientes sucesiones:

8 . 32 64
2, —4, 8, —16, 32, ... 2,1, o, 1, 0=, —, ...
(a) ) 787 6737 (b) ? 797 7257 367

2. Calcula el limite de las siguientes sucesiones:

(a) % (d) (Z:)+ (g) { (2:> (i) (n(?:r))’“

—3 4 -5
-1 =
(c) —1, -

2 3
35

n—++/n

(b) V2 +n—n (e) /n—n—1 (h) 2 () (2 -+ 3nt) TG

Inn!
© ot e ®a(i-1-2)

3. Calcula el limite de las siguientes sucesiones:

@ (st oo bt ) PRGLE S D)
VU \Ive VarB T Va—i+ v In n?

1 1 1 Y(n+1)(n+2)...(n+n)
N Yo © "

1+2V2+ ...+ nyn
n?y/n

(c)

1 + 1 + + ! eN 1
e +—n ue su valor
1+4n 24n n+n’ >y 4

4. Prueba que existe el limite de la sucesion a, =
¢ verifica que % </ <1.

5. Estudia la convergencia y calcula el limite, cuando exista, de cada una de las siguientes sucesiones

recurrentes:
n

?an,alzl (®) any1=vV1+2a,—1, az=a>0
n

(a) any1 =
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CUESTIONES

1. Contesta razonadamente si son ciertas o falsas las siguientes afirmaciones:

(a) Si una sucesién no es convergente, entonces es divergente.

(b) Toda sucesion divergente tiene limite.

(c) Toda sucesién divergente de términos negativos tiene limite.

(d) Toda sucesion acotada es convergente.

(e) El limite de una sucesién de nimeros racionales es racional.

(f) Si dos sucesiones tienen el mismo limite, el limite de su cociente es 1.

(g) Si dos sucesiones tienen el mismo limite, el limite de su diferencia es 0.

PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Halla el término general de las siguientes sucesiones:

1 3 7 15 12 3 4 5 155 9 9 13
1+, 142,14, 14—, ... (b) =, 2, =, — =2 .. S
(@) 145,145 145,140, .. (b) (c)

2. Calcula el limite de las siguientes sucesiones:
n(yvn+2n+1) n+a (n!)24n N (20 _
d)nl -— 4"
(a) T (d) nln /221 ® o O ()

(b) <n2+1>n (e) (W+ Zﬂ %)n () 2np) 0 (WY

n2 43 nn a?n?

14+3n

(c) ( 11j27;> - (£) n (a — "/a)

3. Calcula el limite de las siguientes sucesiones:

(a) n n n L+ n n ()1+2p+3p+...+np cN
an2+1 n2+2 7 n24n ¢ nptl P
I+i4+14. 41 2:-4-6-...-(2n—2)\?
(b) —2— : (d) n (2n = 2)
Inn 1-3-5-...-(2n—1)

4. Estudia la convergencia y calcula el limite, cuando exista, de cada una de las siguientes sucesiones
recurrentes:

1
() Tni1 = V2 + 2, , 1 =V2 (b)xn+121+3§%7 r1=a€R



