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5. CURVAS PARAMETRICAS Y POLARES
5.1. CURVAS EN FORMA PARAMETRICA

5.1.1. Curvas en forma paramétrica

Se dice que v C R™ es una curva si existe una aplicacién continua « : [a,b] — R tal que «a([a, b]) = 7.
La aplicacién « se llama parametrizacion de la curva.

a(b)
e Origen de la curva: a(a)

e Extremo de la curva: «(b)

e Sentido de la curva: el que va de a(a) a a(b).

Sea v C R™ una curva parametrizada por « : [a,b] — R™. Se dice que
e 7 es una curva cerrada cuando el origen y el extremo coinciden, es decir, si a(a) = «(b).

e 7 es una curva simple cuando la parametrizacién « es inyectiva en [a,b) y en (a,b], es decir, si
a(t1) # a(te) cuando t; # to con t1,ts € [a,b) o con t1,ts € (a,b].

La curva 7 no es simple cuando existen puntos multiples, es decir, cuando existen t1,ty € [a,b) o
t1,t2 € (a,b] tales que a(t1) = a(t2) con t; # to. Intuitivamente, una curva no es simple cuando se corta
a si misma en un punto interior.

La definicién de curva se extiende de modo natural al caso en que el intervalo de definicién no es cerrado
o acotado. En estos casos puede ocurrir que el origen y/o extremo no se alcancen.

5.1.2. Algunas parametrizaciones de curvas
1. El segmento que va de P(x1,%1,21) a Q(2,¥2, 22) es una curva en R? parametrizada por:
a:[0,1] — R?
t —at)=(v1+t(r2 —21), 01 +t(y2 — Y1), 21 + (22 — 21))

2. Una circunferencia en el plano es una curva cerrada. Dos parametrizaciones de la circunferencia de
centro (a,b) y radio r recorrida en sentido positivo (contrario a las agujas de reloj) son:

a : [0,27] — R? B: 0,1 — R?
t — «at)=(a+rcost,b+rsint) t — B(t) = (a+rcos2nt,b+ rsin2nt)

y otra que la recorre en sentido negativo es:

@(t) = (a+rcost,b—rsint), 0<t<2r

)2 )2
3. Una elipse en el plano es una curva cerrada. Una parametrizacién de la elipse & “20) + W=—yo)” _
p p D pse

recorrida en sentido positivo es:
a(t) = (xg +acost,yo + bsint), 0<t<2rw
4. El grafo de una funcién continua f : [a,b] — R es una curva parametrizada, por ejemplo, por la
aplicacion:
a: [a,b] — R?

t —alt)=( f1)



Agueda Mata y Miguel Reyes, Dpto. de Matemdtica Aplicada, FI-UPM. 2

5.1.3. Curva contraria

Siy C R™ es una curva parametrizada por « : [a,b] — R", se llama curva contraria a la misma curva
recorrida en sentido contrario. Se suele representar por —v, y una parametrizacién suya es
B :[~b,—a] — R?
t — B(t) = a(—t)

5.1.4. Curvas suaves

Una curva v C R" se dice curva suave si admite una

parametrizacion a(t) = (z1(t), z2(t), ..., xn(t)), a <t < b,

derivable, siendo el vector velocidad o vector tangente:
o/ (t) = (21 (1), 25(t), - ., 2 (1))

y la velocidad:

o/ ()] = /2 ()2 + 2h(8)2 + ...+ 2, ()2

La recta tangente a la curva suave v en el punto «(ty) es, en forma vectorial y paramétrica:

x1 = z1(to) + tz) (to)
T = .CUQ(tQ) + t(lZ/2 (to)

(21,22, ...,25) = alty) + ta/(to)
Ty, = Tp(to) + ), (to)

y en forma cartesiana (cuando ninguna derivada se anula):

xr1 — {L‘l(to) i xro — {L‘z(to) . Tp — l’n(to)

(o) — wh(te) T ad(to)

En el caso particular de curvas planas la parametrizacién se suele expresar por a(t) = (z(t), y(t)), t € [a, b],
y la recta tangente en el punto a(ty) = (z(to),y(to)) es

(z(t), y(t)) = (z(to), y(to)) + t(2'(t0), ¥ (o)) {w " e

y = y(to) + ty'(to)

”’";(ji’;“ _Y y‘,(ig(’) (si (to) # 0 e ¢/ (to) # 0)

En este caso, son también de interés los puntos en los que la tangente es horizontal o vertical:

e Un punto a(tp) es de tangente horizontal si y'(t9) = 0.

e Un punto a(ty) es de tangente vertical si 2/(ty) = 0.
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PROBLEMAS RESUELTOS

1. Para cada una de las siguientes curvas, halla ecuaciones paramétricas, indica el sentido en que se
recorren y esboza su grafica:

(a) Segmento AB con A(—1,3) y B(4,1) (b) (z —1)2 4+ (y+2)%? =1 (c) y* =2°

2. Para cada una de las siguientes curvas, halla ecuaciones cartesianas y esboza su grafica:

OR 2+ JteR (b) (" T r<i<or (07T 7 ,0<t<nm
y=1t*—2t Yy = cost y = —2sint

3. Halla la ecuacion de la recta tangente a cada una de las siguientes curvas en el punto que se indica:

x = sin?t T r=(t—1)2
@) {y:cost b= 3 (b) {y:(t2—2)2 P

4. Encuentra los puntos de tangencia horizontal y vertical de la curva:

{r =4+ 2cost,y=—1+sint; 0 <t <2r}

= 96t
o teR

5. Encuentra las coordenadas cartesianas del punto mas alto de la curva: g 3
y = 96t — 16t
6. Dos particulas parten en el instante t = 0 siguiendo la trayectoria indicada por las curvas:

— 16 _ 84

T = xr =2sinZt
Particula 1: { 337 >0 Particula 2: { 2

t>0

y=4t-5 B y=—3cos 5t
J,En qué puntos se cortan sus trayectorias? ;En qué puntos chocan las particulas?

7. Haz un esbozo de la gréfica de la curva {x = acost, y = asint, z =1t; t > 0}.

8. Determina el punto de la curva {3; =1-2t,y=1t% 2= 2e2(t-1) . ¢ ¢ R} en el que el vector tangente
es paralelo al vector de posicién.

PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Para cada una de las siguientes curvas, halla ecuaciones paramétricas, indica el sentido en que se
recorren y esboza su grafica:

(a) 2>+ > =3 (b) 42” + 9y* = 36 (c) y = z*

2. Para cada una de las siguientes curvas, halla ecuaciones cartesianas y esboza su grafica:

(a) {a::Qt—i—l te-12 (b) {x:g—ﬂ)B >0 (o) {x:acost 0<t<or
y = (t —

y=3t—5 )2 y=bsint
. T =2t —msint
3. Halla la ecuacion de la recta tangente a la curva en el punto P(0,2).
y=2—mcost

4. Encuentra los puntos de tangencia horizontal y vertical de la curva {:1; =1-t,y=t3-3t;te ]R}.

5. Haz un esbozo de la grifica de la curva {x =2t + 1,y =3t -5, z=1—t; t € R}.

6. Halla la recta tangente a la curva {a: =sin?t,y=1t% 2=2t; 0<t < 7T} en el punto t = 3.



