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4. INTEGRACION DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE
4.4. APLICACIONES DE LA INTEGRAL

4.4.1. Area de una region plana

Como ya se ha visto en 4.1.7, el cdlculo de areas de regiones planas limitadas entre la grafica de una
funcidén y el eje de abscisas se puede realizar mediante la integral definida:
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En general, el area de la regién plana limitada por las gréaficas de dos funciones entre las rectas x = a y

r =0b es:
Y
\ g
b

b
AR) = [ (@) - g(x)| dx = / (9(z) — f(x)) da

/
pe

4.4.2. Ejemplo
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Halla el drea del recinto limitado por las grdficas de las funciones y = 2% e y = 23 — 2.

4.4.3. Volumen de un sdlido de revoluciéon

El cuerpo engendrado al girar la grafica de una funcién f, entre x = a y x = b, alrededor del eje de
abscisas se llama sélido de revolucién.

’ A partir de la particién P = (a =29 < 21 < ... <z, =b)
el sélido de revolucion se descompone en n secciones cuyos
volimenes se pueden aproximar por los de los cilindros de

o - altura x; — x;—1 y base la circunferencia de radio f(«;) con

ri1 < o; <, 1 <i<n, es decir:

Vi~ ZW (f(0i))? (i — wiz1)

El volumen del sélido de revolucién se puede interpretar como el limite cuando el didmetro de la particién
tiende a cero de las sumas anteriores, que son las sumas de Riemann de la funcién 7 (f (av))2 asociadas a
la particién Py a los puntos {a;}. Por tanto, si la funcién f es integrable el volumen es:
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Cuando el recinto que gira alrededor del eje de abscisas es el comprendido entre dos funciones f y g, con

0 < f(x) < g(x), entonces el volumen del sélido obtenido es:
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4.4.4. Ejemplo

Halla el volumen del solido de revolucion engendrado al girar alrededor del eje de abscisas el recinto
limitado por las curvas y = 2% e y = /7.

4.4.5. Area de una superficie de revoluciéon

Se trata ahora de hallar el drea de la superficie del cuerpo de revolucién engendrado al girar la grafica de
una funcién f, entre x = a y x = b, alrededor del eje de abscisas.

i A partir de la particién P = (a =29 < 21 < ... <z, = b)
el sélido de revolucion se descompone en n secciones cuyas
superficies laterales se pueden aproximar por las de los ci-

5 - lindros con bases de radios f(«;), x;—1 < o; < x;, y alturas:

A1 A = /(@i — 1) + (f(z) — flzior))?
= V(@i —xi1)? + (f (i) (i — wio1))?
L4 (f" (i) (@5 — w5-1)

Por tanto, el drea del sélido de revolucién se puede aproximar por:
n
A~ Z 27Tf(Oéi) 1+ (f’(ozz))Q(xl — :Uifl)
i=1

que son las sumas de Riemann de la funcién 27 f(z)/1+ (f'(z))? asociadas a la particién P y a los
puntos {a;}. Por tanto, el area de la superficie de revolucién se puede interpretar como el limite cuando
el didmetro de la particién tiende a cero de las sumas anteriores que, si la funcién f es integrable, es:

b
= Jm Z%f ) VI+ () (xi — ai1) = 2 / F@)VT+ (/@) da

4.4.6. Ejemplo

Halla el drea de la superficie de revolucion engendrada al girar la curva y = coshz, 0 < x < 2, alrededor
del eje de abscisas.

4.4.7. Longitud de una curva

Se trata de hallar la longitud de la grafica de una funciéon f entre xt =a y x = b.

y La grafica de la funcién se puede aproximar por la
poligonal con vertices en los puntos {A;} asociados
a la particion P=(a =29 <1 < ... <zp, =0b)

NAR Aplicando el teorema de valor med‘i('):' ‘

A 1 AiAi = /(@i — 2 1)? + (@) — [(@i1))?

= V(i —2i-1)? + (f () (wi — 25-1))?
L+ (f'(ei)*(zi — @i-1)

donde x;—1 < a; < x;, 1 <17 < n. Por tanto, la longitud de la curva se puede aproximar por:

LNZAz 14; = Z\/ flOéz i — Li— 1
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que son las sumas de Riemann de la funcién /1 + (f/(x))? asociadas a la particién P y a los puntos
{a;}. Por tanto, la longitud se puede interpretar como el limite cuando el didmetro de la particién tiende
a cero de las sumas anteriores que, si la funcién f es integrable, es:

n

b
L= lim \/1+(f’(ai))2(xi—:vil):/ JIE ()2 do
1 a

0(P)—0 i

4.4.8. Ejemplo

Halla la longitud de la curva y = coshz, 1 <z < 2.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Halla el drea encerrada por las curvas y = sinx e y = sin2z, entre r =0y x = 7.

2. Determina el 4rea encerrada por las parabolas y? = 4pz v 22 = 4py, p > 0.

3. Dibuja el recinto Q = {(z,y) € R? : 2 =1 <y <1 — |z|} y calcula su 4rea.

4. Sean f(z) = x—2? y g(x) = ax, a € R. Determina los valores de a para los que el 4rea de la regién
acotada limitada por ambas funciones es 9/2.

2 —x

5. Dadas las funciones f(x) = —ze " y g(x) = e~ ", se pide:

(a) Calcula el drea de la regién acotada limitada por sus graficas.

(b) Estudia si el drea de la regién comprendida entre sus graficas en z > 0 es o no finita.

6. Calcula el volumen del hiperboloide engendrado al girar alrededor del eje de abscisas la porcion de
la hipérbola equilatera 22 — 32 = a2, a > 0, comprendida entre las rectas z = a y = = 2a.

7. Halla el volumen del sélido obtenido al hacer girar la regién comprendida entre y = 2% e y = 2z
alrededor del: (a) eje de abscisas; (b) eje de ordenadas.

8. Dada una esfera de radio r, se pide:

(a) Su volumen.

(b) El volumen del sector esférico de altura h, obtenido al cortar la esfera por un plano perpen-
dicular a un didmetro al que lo corta a una distancia h de su extremo.

(c) Halla h para que el volumen del sector esférico sea un tercio del volumen total de la esfera.

9. Un toro es el s6lido obtenido al girar una circunferencia de radio r alrededor de un eje que esté a
distancia R, R > r, del centro de la circunferencia. Calcula su volumen.

10. Un tanque de gasolina con forma de cilindro de radio r y longitud I, se halla situado horizontalmente.
Determina el volumen de gasolina en el tanque cuando la misma llega a una altura h, 0 < h < 2r.

11. Considera la regién acotada limitada por la pardbola y = 22 y por la recta y = ax, con a > 0.

Determina el valor de a para que el volumen de revolucion engendrado al girar dicha regién alrededor

. . 64
del eje de abscisas valga 7z .

12. Halla el area de una esfera de radio r.
13. Calcula la superficie de un espejo parabdlico de base un circulo de radio 4 m y altura 1 m.
14. Halla la longitud de la astroide de ecuacién 22/3 4+ y%/3 = a?/3, a > 0.

15. Halla la longitud de la catenaria (cable colgante) y = acosh 7 desde el vértice (0,a) hasta el punto
(b, h).
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16.

10.

11.

12.

. Halla el 4rea de la regién del plano limitada por las parabolas 4% = z, % = 2z, x

Un objeto se mueve a lo largo de un eje de coordenadas con velocidad v(t) = 2 — 3t + t> m/seg en
el instante ¢. Su posicién inicial (en el instante ¢ = 0) es 2 metros a la derecha del origen. Halla la
posicién del objeto 4 segundos méas tarde.

PROBLEMAS PROPUESTOS

. Halla el 4rea de la regién limitada por las curvas z =y y . — y = 2.

P=yyat=2y.

. Demuestra que las dreas de los recintos comprendidos entre el eje de abscisas y las ondas de la

curva y = e~ *sinx forman una progresion geométrica decreciente de razén e~ ™. Halla el area total
de las ondas situadas a la derecha del eje de ordenadas.

Considérese un semicirculo de radio R y dos semirrectas perpendiculares a su didmetro en sus
extremos. Determina la altura a que se debe colocar una recta paralela al didmetro para que sea
minima la suma del area del semicirculo sobre ella con las areas bajo ella exteriores al semicirculo
y comprendidas entre las semirrectas paralelas.

. Determina el drea de la region formada por los puntos de un cuadrado de lado [ que estdn més

cerca del centro que del borde.

Calcula el volumen que queda de una esfera de radio 2r, si se elimina el volumen limitado por un
cilindro circular de radio r que tiene por eje un didmetro de la esfera.

Dadas las curva 22 + 4% — 2rz =0y 22 + 9% — 2ry = 0, con r > 0, se pide:

(a) El area del regién comin al interior de ambas curvas.

(b) EIl volumen del sélido de revolucién engendrado al girar dicha regién alrededor del eje de
ordenadas.

. Un barril es disenado mediante rotacién alrededor del eje de abscisas de la regién encerrada por la

2

elipse 75 + ‘Z—i = 1 entre las rectas z = —[/2 y © = [/2, 0 < [ < 2a. Determina la capacidad del
barril.

Calcula el area de la superficie que resulta al girar f(x) = sinz, 0 < x < 7, alrededor del eje de
abscisas.

Halla la longitud de una circunferencia de radio r.

Halla la longitud de la curva dada por la ecuacién f(z) = me/Q Vcostdt, entrex = —w/2y x = m/2.

Un objeto se mueve a lo largo del eje de abscisas con aceleracion a(t) = 2t m/seg?. Su posicién
inicial (en el instante ¢ = 0) es 5 metros a la derecha del origen. Un segundo més tarde, el objeto
se estd moviendo hacia la izquierda a una velocidad de 4 m/seg.

(a) (Cudl es la posicién del objeto en el instante ¢ = 47

(b) (Cuadl es la distancia total recorrida por el objeto durante los 4 primeros segundos?



