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4. INTEGRACION DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE
4.2. CALCULO DE PRIMITIVAS

Por la regla de Barrow, el cdlculo de una integral (de Riemann) se reduce a hallar una primitiva de la
funcién y evaluarla en los extremos del intervalo de integracién. Por este motivo, el calculo de primitivas
cobra especial importancia, y aqui nos dedicaremos a exponer sus reglas fundamentales.

4.2.1. Primitiva e integral indefinida

Una funcién F se llama primitiva o antiderivada de f en D C R si F'(z) = f(z), para todo x € D.
La primitiva de una funcién no es tnica pues, si F'(x) es una primitiva de f(z), también son primitivas
todas las funciones de la forma F(x) + ¢, con ¢ € R constante. Se llama integral indefinida, o
simplemente integral, de f al conjunto de todas sus primitivas, y se suele expresar:

/f(:r:)da;:F(x)—l—c
con ¢ € R una constante arbitraria y F' una primitiva de f.

4.2.2. Primitivas inmediatas

Una primitiva o integral es inmediata si se reconoce facilmente como derivada de alguna funcién, por
tanto, dicho concepto es relativo. Puesto que la integracién es la operacién inversa de la derivacion, es
facil obtener la siguiente tabla de primitivas inmediatas:

/kdx:ka:—i—c (keR)

Py :Up-i-l » , p up—i—l(x)
[ardo =2 ve w21 L v sl e
d
/$:1n|x]—|—c u<w)d:v:1n|u(x)|+c
edr=e¢"+c u'(2)e®) dg = ") 4 ¢
a® au(x)
a*de=—+4c¢ (a>0,a#1) o' (2)a*®) do = +c¢ (a>0,a#1)
Ina Ina
sinxdxr = —cosx + ¢ o' (z) sinu(z) de = — cosu(z) + ¢

cosxdr =sinx + ¢ v (z) cosu(x) do = sinu(z) + ¢

] Y S S N S Y S S Ny g

d 7
/Cosgx:/(1+tan2m) dxr = tanz + ¢ C(;g(f()@dx:tanu(m)+c
d 7
/ . f = / (1+cot’z) dz = —cotx +c u2(m) dx = — cotu(z) + ¢
sin” x sin” u(x)
d 7
/ < s = arcsinz + ¢ Lﬂ;l dx = arcsinu(x) + ¢
C11Z— x \/1/— u?(z)
/ T — arctana + ¢ ulz) dr = arctan u(x) + ¢
1+ 22 14+ u?(x)
7
/secxd:tz/ da =lIn|secx + tanz| + ¢ Mdyc:hr1|secu(m)+tanu(:z:)|+c
COS T cos u(z)
7
/cscxdx:/ dx =Inlcscx — cot x| + ¢ / “ (z) dzx = In |cscu(x) — cotu(z)| + ¢
sinz sin u(z)

Las dos ultimas integrales que aparecen en la tabla no son realmente inmediatas y su calculo es ciertamente
laborioso. Sin embargo, se incorporan a la lista por las funciones implicadas y la frecuencia con que
aparecen.



Agueda Mata y Miguel Reyes, Dpto. de Matemdtica Aplicada, FI-UPM. 2

4.2.3. Ejemplos

Calcula las siguientes integrales reducibles inmediatas:

2—1—3cosx l1+Inx sin® x
d b —d d
v ( )/ sin® x (c) /3+:Uln:c v ( )/\/cosx

(a) / -z
V1 — 22
4.2.4. Integracién por cambio de variable

Si en la integral de f(x) se hace un cambio de la variable x a una nueva variable ¢, relacionadas mediante
la funcién z = ¢(t), se obtiene:

/f dx_<d$_ f ) /f = F(t)+c=F (p7Y(2)) +c

ya que si F(t) es una primitiva de f(¢(t))¢'(t) entonces:

dF (p~'(z)) dF (¢"'(x)) dt dF(t) dt 1
dx - dt dr | dt dx '

es decir, F' (90_1 (ZL')) es primitiva de f(x). Obviamente, este cambio es efectivo cuando la integral respecto
de t es mas sencilla que respecto de z.

Con frecuencia la relacién que proporciona el cambio de variable suele aparecer como ¢t = v (x), siendo
en este caso x = @(t) = ~1(¢).

4.2.5. Ejemplos

Calcula por cambio de variable las siguientes integrales: (a) /x\/x —5dz; (b)

4.2.6. Integraciéon por partes

Tomando primitivas en la férmula de la derivada de un producto, y puesto que la integral de una derivada
es la propia funcion:

(H@)g@) = F@g(o) + £@)g @) = [ (F@hg@)) do = [ F@)g(a) d + / @)y (@) de =
:/f/(x) dx+/f ) de —>
= /f x)dx = f /f

Siu=f(z) yv=gx),du=f(x)drydv =g (x)dr,y sustituyendo en la férmula anterior se obtiene la
conocida féormula de integracion por partes:

/udv—uv—/vdu

Calcula las siguientes integrales mediante integracion por partes:

4.2.7. Ejemplos

(a) / zlnzdr (b) / arcsin z dzx (c) / 22 % dx (d) / e® sinz dzx
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4.2.8. Integrales de funciones racionales

Toda funcién racional en la que el grado de numerador sea mayor o igual que el grado del denominador
se puede reducir ala suma de un polinomio con otra funcién racional en la que el grado de numerador es
inferior al grado del denominador. Para ello basta efectuar la divisién de polinomios:

P(z) [ Qz z) = Q(x)c(x) + r(x P(x):cx r(2)
T(x)ULc(x) = P@)= Q@) 1) = G5 = o)+ G

Obviamente, si el grado de P es menor que el grado de @ no se efectia la division, y entonces ¢ = 0 y
r = P. Una vez que el grado del numerador es inferior al grado del denominador, se puede proceder a la
descomposiciéon en fracciones simples:

e Se halla la descomposicién factorial del denominador en la que pueden aparecer los siguientes
factores:

Q)= (z—a) - (x—bP [(z—a)?+ 3] [(x—7)*+%7-... (p,q>1)

donde se ha supuesto que el coeficiente de grado maximo en Q(x) es 1. Si no es asi, se saca factor
comin y divide al numerador r(x).

e Se buscan numeros reales A, B;, C, D, E; y F; tales que:

r(x A P B; Cx+ D 1 FEix + F;
= +2 2

x—b)i+(x—a)2+ﬂ2 — )% 4 §2]

i=1 i=1

Después de esto:

Q@) T O Ny F Ly

y entonces, la integral racional es:

Qi /<)d$+/x—a

/ Cx+ D dot
(@—a)2+mp2 "

con lo que queda reducida a hallar la integral de un polinomio y todas o algunas de las siguientes integrales:

A B; . Cx+D Eix+ F; .
/x_adx /(w—b)zdx (1>1) /(:J:—oz)Q—i—Bde /[(x Lo dr (i >1)

Las tres primeras son faciles de resolver:

/ A de =Aln|z —a|+¢

Bi R S C el NS —Bi c
/( — by dr = BZ/( b)"dx = B, v + 7(i—1)(m—b)i_1+

Cx+ D _ [Clx—-a)+(Ca+D) C(r — a) (Ca+ D) B
[amarrmi= | T tapsr = | et [ G m

C Ca+D T—a
= —In((x —a)* + %) + —-— arctan ~——

5 o ( )+ 5 3
mientras que el método general para la dltima es algo mas complicado (integracién por partes y reduccién
de exponente en el denominador), aunque en casos particulares puede ser més sencilla de resolver.
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4.2.9. Ejemplos

— X

22 +1
leula 1 t tegral 5 dz; (b -
Calcula las siguientes integrales: (a)/ z; ( )/$2+4$+13 x

4.2.10. Integrales de funciones racionales trigonométricas

Son integrales de la forma
/ R(sinz, cosx) dx

donde R es una funcién racional, es decir, es un cociente de polinomios en senos y cosenos. Todas estas
integrales se reducen a integrales racionales mediante el cambio de variable:

tan © = ¢
an = =
2

€l Cuyo caso:

. 2t 1—t? 2t 2 dt
sing = —— CoOST = —— tanx = der = ——
1+ ¢2 1+ ¢2 1—1¢2 1+ ¢2

En algunos casos particulares, hay cambios mas sencillos que también las reducen a integrales racionales:
e Si R es impar en seno, es decir, R(—sinz,cosz) = —R(sinz, cos z), se hace el cambio ¢ = cos z.
e Si R es impar en coseno, es decir, R(sinz, —cosz) = —R(sinz, cos ), se hace el cambio ¢ = sinz.

e Si R es par en seno y coseno, es decir, R(—sinz,—cosz) = R(sinz,cosz), se hace el cambio
t =tanx.

4.2.11. Ejemplos

2 —si
Calcula las siguientes integrales: (a) /Cloix)daz; (b) /2+de
sinz(1l + cosz cosx

4.2.12. Integrales de algunas funciones irracionales

Las integrales de la forma
/R (m, va?+ b2x2> dx /R a?x? — b2> dx

se pueden reducir a integrales de funciones racionales trigonométricas mediante los siguientes cambios de
variable:

e SiR=R (a:, a? — b2:1:2), se hace el cambio bz = asint o bx = acost.
e SiR=R (:E, \/m), se hace el cambio bx = atant.
e SiR=R (l’, a?x? — b2>, se hace el cambio ax = bsect.

4.2.13. Ejemplos

$2
e [

Calcula las siguientes integrales: (a) /
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Y

10.
11.

12.

PROBLEMAS RESUELTOS

. Calcula las siguientes integrales inmediatas:

dx e z? cos X
— b —d ——d d
(a)/9$2+25 ( )/2—1—625” . (c)/\/x3+1 . (d )/smxlnsmx v
Calcula, mediante un cambio de variable adecuado, las siguientes integrales:
e’ — 3e dx
b —_— 1+e2rd
@ [ ® [ © [V
Calcula, mediante integracion por partes, las siguientes integrales:
(a) /co;xdx (b) /(lnx)de (c) /xSe_z2 dr (d) /x2 sinzdr (e) /1‘3 In(1+ 2?) dz
Calcula las siguientes integrales racionales:
23 dx ¥ +z+1 T —2
b d
(a)/x3+2x2—$—2 ()/wz—x—i—l v (c)/ 1‘2+1)d
Calcula las siguientes integrales trigonométricas:
(a) /sin2 xdx (c) / cost x dx (e) /sin2 zcos’ zdx
(b) / cos® z dx (d) / sin® z dzx () / sin? z cos® x dz

Calcula las siguientes integrales trigonométricas:

dx dx dx
(a) /sm 2xcos?z (b )/smx () /1+c052x () /1—|—sinx (e) /1—|—sinx+cosx

Usando las férmulas trigonométricas:

cos(a + 3) + cos(av — ) = 2 cosacos 3

cos(a+ ) — cos(a — ) = —2sinasin 8 sin(a 4 ) + sin(a — ) = 2sina cos

calcula, si a # b, las siguientes integrales:

(a) / sin ax sin bx dx (b) / sin ax cos bx dx (c) / cos ax cos bx dx

Calcula, mediante un cambio a funciones trigonométricas, las siguientes integrales de funciones
irracionales:

(a) /\/de (b) /\/de (c) /\/(11/’_4—332)361ng (d) /\/xa;d_—x%

Calcula las siguientes integrales irracionales:

(a) \[—Flzf\/f \ﬁ dx (b) /ac\/ Va2 + 2dx (c) /m\/x2+2x+2dm

Halla la integral: [z f"(x)dx

Encuentra una funcién f, dos veces derivable, que verifica:
fllo)=af"(x) , f)=2, f(1)=-1
Encuentra la funcién y = f(z) que verifica:

(a) ¥ = 32723 y(-1) = 2. (b) y" =1+z; y(0) =1, y'(0) = —1.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Calcula las siguientes integrales inmediatas:
; arcsin x)?
a ¥ cos x dx b /(dac c /tanxdw d /
@ | w) [ (@ (@
2. Calcula, mediante un cambio de variable adecuado, las siguientes integrales:
Inz
(a) [ zva—1dx (b) | —dx (c)
3. Calcula, mediante integraciéon por partes, las siguientes integrales:

(a) / mzdr  (b) / arctanzdz  (c) / rsingdr  (d) / zetdr  (e) / 2262 dg

e
1+4e2 e

1—1—695

4. Calcula, para a,b # 0, las siguientes integrales:
(a) /e‘m sin bz dx (b) /e‘” cos bx dx (c) /e‘m sin? bx dz (d) /e‘m cos? bx dz
5. Calcula las siguientes integrales racionales:
dx 22+ 62 —1 2?41
d d
(a)/:n2—9 ()/x3 722 1z —9 " (c)/ 1)(x? + 2)? v

6. Calcula las siguientes integrales trigonométricas:

(a) /cos3 xdx (b) / sin® z dz (c) / sin z cos? z dx (d) / sin® z cos z dx

7. Calcula las siguientes integrales trigonométricas:

()/smxcosx ()/cosx (C)/1+2d;n2x (d)/l—i-d:osx (e)/sinxd—fcosa:

8. Calcula, mediante un cambio a funciones trigonométricas, las siguientes integrales de funciones
irracionales:

x
a 16 + 22 dx b /\/3;2—16da; c /da:
@ [ ®) © ] e
9. Calcula, mediante un cambio a funciones trigonométricas, las siguientes integrales (a # 0):

10. Utiliza el cambio de variable x = a tanw para evaluar integrales del tipo

Halla las primitivas resultantes paran =2y n = 3.

11. Calcula las siguientes integrales irracionales:
dx

dz dx
(a) /\/255—1—\4/255—1 (b) /:c4\/1+a:2 (©) /(1+m)\/1+x+x2

12. Halla las férmulas de reduccién para las siguientes integrales:

(a) S :/sinm:rda: (b) C :/Cosma:d:c (c) T, :/tanmmda:

13. Encuentra la funcién y = f(z) que verifica:

(a) y' =2%; y(0) = —1. (b) y =sin2z; y(r) = 1.



