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3. DERIVACION DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE
3.1. LA DERIVADA

3.1.1. Derivada de una funcién en un punto

Sea y = f(z) una funcién definida en un entorno del punto a € R. Se dice que f es derivable en a si
existe y es finito el limite
L @)~ (o)

r—a Tr—a

que se llama derivada de f en a, y se representa por f'(a).
Haciendo el cambio de variable x = a + h en el limite, se obtiene otra expresién para la derivada:

fa@) — tn LB = F@) o Fath) = fa)

r—a r—a h—0 h

Otras notaciones para la derivada de y = f(z) en a son: y/'(a), D f(a), %(a), %(a),

Intuitivamente, una funcién es derivable en un punto si su grafica se traza alrededor del punto de
forma suave, es decir, sin cambios bruscos de direccion.

3.1.2. Ejemplo

Halla la derivada de la funcion y =1/x en x = 1.

3.1.3. Derivada y continuidad

Si una funcién es derivable en un punto, entonces es continua en dicho punto. El reciproco no es cierto,
pues una funcién puede ser continua y no derivable en un punto.

. . . : oo f(x) = fla
Demostracién: Si f es derivable en a, entonces existe el limite lim M

r—a €T —

y, puesto que el de-

nominador tiende a cero también lo ha de hacer el numerador, en cuyo caso lim f(x) = f(a) y la funcién
r—a

es continua en a.
El reciproco no es cierto pues, por ejemplo, la funcién f(z) = |x| es continua en z = 0 y no es derivable:

. || {1 ,siz — 07
lim ==

= no existe el lfmite = no existe f’(0)
t—0 T — =0 T 1 ,siz— 0

Observacion: Como consecuencia de lo anterior, si una funcién no es continua en un punto no puede ser
derivable en dicho punto. Por tanto, antes de estudiar la derivabilidad de una funcién, se debe estudiar
la continuidad.

3.1.4. Interpretacion geométrica de la derivada

La derivada de f en a es la pendiente de la recta tangente a la grafica de f en el punto a, que se conoce
como pendiente de f en a.

r—a

U
P— A #(a)

4

secante s — tangente ¢

o[/ a ﬁc z ' 9
f(x) = f(a)

f(z) = f(a)

r—a T—a T —a

Pendiente de la secante: ———— Pendiente de la tangente: lim = f'(a)
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3.1.5. Rectas tangente y normal a una curva

Sea f una funcién derivable en a. Puesto que la derivada coincide con la pendiente de la recta tangente
a la grafica, y la recta normal a una curva es la perpendicular a la tangente, se tiene que:

Y tangente f

Recta tangente a f en a:  y— f(a) = f'(a)(z — a)

| -1
i Recta normal a fena: y— f(a) = 7 (x —a)
| (si f'(a) # 0)
O/ a T
3.1.6. Ejemplo
Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la grdfica de la funcion y = 2 enxr = —3.

3.1.7. Derivadas laterales

La no existencia de derivada, o del limite que en ella aparece, se debe con frecuencia a que los limites
laterales son distintos. En estos casos, como en los que la funcién sélo estd definida a uno de los lados
del punto, tiene sentido definir:

Derivada lateral por la derecha: f'(a™) = lim f@) = f(a) = lim flath) = fla)
z—at T —a h—0+ h

Derivada lateral por la izquierda: f'(a”) = lim M = hlim flat h})L — flo)
T—a~ Tr—a —0~

Obviamente, una funcién definida en un entorno de un punto es derivable si y sélo si existen las derivadas
laterales y ambas coinciden.

Y
Cuando existen las derivadas laterales ]
pero no coinciden, la funcién no es f
derivable. En este caso, la grafica de
la funcién no tiene tangente en el punto,
pero si tiene tangentes laterales y se i
dice que presenta un punto anguloso. l
O a x

Cuando la funcién estd definida en el extremo de su intervalo de definicion, se llama derivada en ese
punto a la derivada lateral correspondiente.
3.1.8. Derivada de una funcion definida a trozos en los puntos cambio

Si g y h son derivables en a y g(a) = h(a), entonces:

o Jo@) siz<a f'(a™) = g'(a)
i) {h(:c) ,six>a - {f’(a+):h’(a)

como queda de manifiesto usando la definicién:

)= Jim BT i I g 00) =
7wy = Jim, BT — i B ) = o
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3.1.9. Derivadas de operaciones con funciones

Si f y ¢ son derivables en a, entonces también son derivables en a, y su derivada es la que se indica, las
siguientes funciones:

(kf) (@) =kf'(a), KeR  (fg)) (a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a)

G @=r@id@ (1)@= P L (1)) ol

siempre que, en el caso de los cocientes, g(a) # 0.

3.1.10. Derivada de la composicion de funciones. Regla de la cadena

Si f es derivable en a y g es derivable en f(a), entonces g o f es derivable en a y

(go f) (a) = ¢ (f(a))f'(a) (regla de la cadena)

Demostracién: Al ser f derivable en a, f es continua en a y, por tanto, f(x) — f(a) cuando z — a.
Entonces:

(f(a) flx)- f(a>> _

/ — lim g
(gof)(a)=1 (a) x—a

r—a Tr—a T—a

00 o) = go e) _ (o)~
Fw)

= lim

fl@)—f@  f(zx

3.1.11. Derivada de la funcién inversa

Si f es una funcién invertible y derivable en a con f/(a) # 0, entonces su funcién inversa f~! es derivable
en f(a) = by su derivada es

3.1.12. Funcion derivada. Derivadas sucesivas
Dada una funciéon f : D — R, se llama funcién derivada a aquella funcién que en cada punto nos
da, si existe, el valor de la derivada de f, y se representa por f’.

f:D—R con D' C D

v )= g T 1)

Puesto que la funcién derivada es una nueva funcién, se puede volver a derivar para obtener la derivada
segunda (o de orden 2) de f, y asi sucesivamente:

! h) — f / i ny/ v vi n
}llli%f(fﬁ‘i‘g f(l‘)’ f///:(f//) ; fwz(f) CofUf ;.-.;f);-~~

(@) = (f) (2) =

Se dice que f es una funcién de clase n en D si admite y son continuas hasta la derivada de orden n
en D. El conjunto de todas las funciones de clase n en D se representa por C"(D).

3.1.13. Ejemplo

Halla todas las funciones derivadas de y = x> — 2z + 1.



Agueda Mata y Miguel Reyes, Dpto. de Matemdtica Aplicada, FI-UPM. 4

3.1.14. Tabla de derivadas elementales

A partir de la definicién de derivada y de las derivadas de operaciones con funciones, regla de la cadena
y funcién inversa, se pueden hallar todas las derivadas que aparecen en la siguiente tabla de derivadas
elementales:

I f@) | f=) ]| | f() | f'(z) [ | f) [ fl) |
k 0 Inxz % arcsin x \/1177
2P (p#0) | paP! log, x - arccos x l__le
Y - %tni_l sin x cos T arctanz | +1I2
e’ e’ cosx —sinzx sinhz | coshx
a® a’lna tanx ﬁ =1+tan’z coshz | sinhzx

3.1.15. Notacion diferencial

Otra notacién para las funciones derivadas, llamada notaciéon diferencial, es la siguiente:

dy d (dy d?y d3y ) ) d™y
/ = / = —_— /" = " = — —_— = —_— " = m = -_— N n = n = -_—
V=P = =@ =g () = =@ = G s ) =P =

Esta notacion es muy tutil al usar la regla de la cadena:

dy_@ du

y=goflr) = y=g9(u), con u= f(zr) = T = du dr

y:hogof(x) = y:h(w)v y:g(u)7 u:f(x) = %:%%%

y también en el calculo de la derivada de la funcién inversa:
dy _ (do\™
de  \dy

1. Usa la regla de la cadena para hallar las derivadas de las funciones: (a) y = sina?; (b) y = e50° 7.

3.1.16. Ejemplo

2. A partir de la derivada de y = sinx, obtén la derivada de y = arcsinx.

3.1.17. Derivacién implicita y logaritmica

e Cuando una funcién viene definida implicitamente, por ejemplo:
$2y + 2:Uy3 =3r—1

su derivada se puede obtener directamente derivando los dos miembros de la expresién anterior.
Para ello se usa la regla de la cadena y se tiene en cuenta que, al ser y funcién de z, su derivada es

y’. En el ejemplo, al derivar se obtiene:
3 —2zy — 2¢°
2xy + 22y + 23 + 62y%y =3 = (2% +62y°)y =3 — 20y — 2 — ¢ = 2T YT LY
z(x + 6y2)

En general, se puede usar la siguiente férmula:

B df df , , -4
f@y%—0=$;ﬁ+~§y— i
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e Para hallar la derivada de una funcién potencio-exponencial y = f(z)9(*) se procede asf:

1. Se toman logaritmos eliminando la potencia: Iny = g(x) In f(x).

2. Se deriva implicitamente: % =g (x)In f(z) + g(x) J;((;)).

3. Se despeja la derivada: ¢/ = |¢'(x) In f(x) + g(z) J;:((;”))] Flx)9®),

Esta técnica, llamada derivacion logaritmica, se usa también para hallar derivadas de ciertas ex-
presiones muy complicadas.

3.1.18. Ejemplos

1. La expresion y> — x? = 4 define implicitamente a la y como funcién de x. Halla sus dos primeras
derivadas.

; : sinx. _ 2
2. Halla las derivadas de las funciones: (a) y = 2°%; (b) y = {/ -

3.1.19. Formula de Leibniz

Derivando sucesivamente el producto y = f(z)g(z) se obtiene:

= 1 @) + @9 )
V' = £1@)o(a) + 2f ()g'5) + S(2) (0
V" = S @)gla) + 31" @)y () + 37 (2)g"(2) + ()" )
7 = (5) @)+ () @d @+ () @@+ (1) o) =

= Z < )fn k k) (x) (férmula de Leibniz)
k=0

3.1.20. Ejemplo

4

Calcula, usando la formula de Leibniz, las tres primeras derivadas de la funcion: y = 1.

3.1.21. Interpretacion fisica de la derivada. Aplicaciones

Si z(t) representa el espacio recorrido por un mévil en el instante ¢, su derivada es, como conoces de
Fisica, la velocidad instantanea del mévil en dicho instante:

2(t) = lim W —o(t)

h—0

y la derivada de la velocidad es la aceleracién: a(t) = o'(t) = 2" ().
En general, la derivada de y = f(z) es la velocidad con que varia y respecto de z.

3.1.22. Ejemplos

1. Un objeto se mueve sobre el eje de abscisas y su posicion en cada instante viene dada por x(t) =
t3 — 12t% + 36t — 27. Describe su movimiento en el intervalo de tiempo 0 <t < 9.

2. Un globo esférico se expande creciendo su radio a razén de 2cm/min. ;Con qué rapidez crece el
volumen de globo cuando su radio es de 5em?
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3.1.23. Aproximacién de una funcion. La diferencial

Si f es derivable en a, entonces: f'(a) ]f
y, por tanto: f(a)

fla+h)— f(a) >~ f'(a)h cuando h ~0
de donde, llamando x a a + h, se obtiene la férmula
para obtener valores aproximados:

f(z) ~ f(a) + f'(a)(xr — a) cuando z ~a

Se llama diferencial de la funcién f en a a la funcién lineal:
df :R—R
h — df (h) = f'(a)h
cuya representacion grafica es la recta d que pasa por el origen y es paralela a la tangente a la grafica de
f en a (véase figura).
3.1.24. Ejemplos
1. Usando la funcion f(x) = v/x, halla un valor aproximado de /102.

2. Los beneficios acumulados por una empresa a los t anos de su fundacion vienen dados por B(t) =
2 . . . .
5%4 — 4, en miles de euros. Usa la derivada para hallar los beneficios aproximados de la empresa

durante el ano doceavo después de su fundacion.

3.1.25. El método de Newton-Raphson para el calculo de raices

Es un método iterativo para el cdlculo aproximado de raices de una ecuacién f(z) = 0, y se ilustra en la
figura:

Q

|

|

|

|

1
O/:Dg 9 1 T

Para aproximar la raiz « de la ecuacién f(z) = 0, se parte de un punto préximo x; y se construye la
sucesién {x1,xe,xs, ...} donde x,11 es el punto de corte con el eje de abscisas de la tangente a la gréfica
de f en x = x,, es decir:

y— flzn) = f'(zn)(z — zn) y::g Tnt+l = Tn — Fzn)

La sucesién converge muy rapidamente a la raiz siempre que, como en los casos de la figura, se cumpla
que f(x)f"(x) > 0en (a,21) 0 en (1, ).
3.1.26. Ejemplo

Usa el método de Newton-Raphson para hallar un valor aprorimado de la raiz positiva de la ecuacion
2
¢ —=3=0.
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1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

PROBLEMAS RESUELTOS

Estudia la derivabilidad en z = 0 de cada una de las siguientes funciones:

2yx ,siz>0
23 ,siz <0

224+1 ,siz>0
22 —1 ,siz <0

(@) f(x) =wlzl  (b) J(2) = { (e) f(x) = {

. Estudia la continuidad y derivabilidad en z = 0 de las funciones:

fz) =

1 .
xsin- ,siz#0
{ ! g(z) =

2 in 1 :
rosin; ,siz#0
0 ,six =0

0 ,six =0
Haz un esbozo de sus graficas.

Calcula la derivada de las siguientes funciones:

ac2 3 x
(a)y = 2z — 1) (c) y =sin® 2z (e)y = 1 txi (g) y=In (aI"CCOS \/15>

(b) y =In(Inx) (d)y=In(14+z) (f)y=sin(sin(sinz)) (h)y=arctan (tan2 )

. Halla la funcién derivada, y estudia su continuidad, de:

r+z?sint [siz#0
flx) = A g(z) = |1 —-2?|
0 ,six=0
. Determina a, b y ¢ para que sea derivable la funcion:
Inx ,si0<ax <1
flz)=Rar’+br+c ,sil<x<3
3—=x ,six >3

. . . . 3
. Calcula, mientras existan, las derivadas sucesivas de f(x) = |z|” en z = 0.

Halla la derivada de y respecto de z en las siguientes expresiones implicitas:

(a) 22(z —y)2 =a2® — 4 (b) arctan% = In /22 + y?

. Halla la derivada segunda de y respecto de x en cada una de las siguientes expresiones implicitas:

(a) 2% —9? =2 (b) zy = tan z%y?

. Halla la ordenada y las dos primeras derivadas (de y respecto de ) en el punto de abscisa z = 2

de la curva de ecuacién 22 + 4zy + > + 5 = 0. ;Cudl es la ecuacién de la recta tangente en dicho
punto?

Halla la ecuacién de la recta normal a la curva 22 + 2zy = 3> en el punto (1, —1).

3/2 _

Halla todos los puntos con tangente vertical de la cardioide: (a:2 + y2) 2 +y2 + .

Halla la derivada de la funcién y = (1 4 2)20+2),

2 —x

Halla la derivada de orden 25 de la funcién y = z<e™%.
sin x
14cosx?

Halla la funcién derivada de f(x) = arctan y las ecuaciones de las rectas tangente y normal

enx =m/2.

Determina el dngulo que forman las curvas y = 22 — 1 e y = 23 — 3 en sus puntos de corte.
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16.

17.

18.

19.

20.

Halla a, b y ¢ para que sea méximo el orden de contacto de las funciones f(z) = z* + 222 — 2 + 1
y g(z) = ax® + bx + c en x = 0. {Cuél es dicho orden?

Una explosién proyecta hacia arriba diversos escombros con una velocidad inicial de 25 metros por
segundo. (a) jEn cudntos segundos alcanzaran su altura maxima? (b) ;Cudl es esa altura maxima?
(c) {Cuadl es su aceleracién cuando alcanzan una altura, subiendo y bajando, de 10 metros?

Una copa en forma de cono invertido, de 12 centimetros de diametro superior y 9 centimetros de
altura, estd llena de agua. La copa pierde agua por el vértice inferior a razén de 2 centimetros
cuibicos por minuto. ;A qué velocidad estd bajando el nivel del agua en el instante en que tiene 4
centimetros de profundidad?

Un barco navega por el océano con rumbo sur y direccién hacia puerto a una velocidad de 40 km /h.
Otro barco se aleja del puerto en direccién oeste a una velocidad de 20 km/h. Al mediodia, el
primer barco se halla a 150 km del puerto y el segundo a 65 km. ;A qué ritmo cambia la distancia
entre los dos barcos? Comprueba si se acercan o se alejan entre si.

Una particula se mueve sobre la curva y = cos(1+2x), siendo su abscisa z(t) = 2+ 1 en el instante
de tiempo t. ;Con qué velocidad se desplaza en las direcciones horizontal y vertical en t = 27

CUESTIONES

Contesta razonadamente si son ciertas o falsas las siguientes afirmaciones:

(a) Una funcién continua en un intervalo es derivable en todos sus puntos del interior.

(b) Una funcién es derivable en un punto si es continua y existen sus derivadas laterales en el
punto.

(c) Si una funcién es continua en un punto, entonces es derivable en el punto.
(d) Si una funcién es derivable en un punto, entonces es continua en el punto.
(e) La funcién derivada es siempre continua.

(f) Los polinomios admiten infinitas derivadas.

(g) Si una funcién es derivable infinitas veces, entonces es un polinomio.

. Demuestra que si (x — a)? es un factor del polinomio p(z), entonces x — a es un factor de p'(z).

Sea f una funcién derivable en toda la recta real. Demuestra que si f es par (impar) entonces f’
es impar (par).

Sea f una funcién continua que verifica: |f(x) — f(y)| < k|z — y|2, para cualesquiera x,y € R, con
k > 0. Demuestra que f es constante.

. Usando la férmula de la derivada de la funcién inversa, halla la derivada de las siguientes funciones:

y = arcsinz, y = arccosz, y = arctanx, y = arcsinhx, y = arccoshx e y = arctanh x.

. Sean f y g dos funciones derivables en R tales que f(0) = ¢g(0) = 0. Demuestra que es imposible la

igualdad f(x)g(x) = =, para todo x € R.
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10.

11.

12.

13.

14.
15.
16.
17.

PROBLEMAS PROPUESTOS

. Estudia la derivabilidad de las siguientes funciones en el punto que se indica:

x? ,six <1

(@) f(z) = x| ,enz =0 (b)f(x):{ ,enx =1

3r—2 ,sixz>1

. Halla las derivadas de las funciones hiperbdlicas (seno, coseno y tangente).

. Halla las siguientes derivadas:

(a) % [a:di(x — g;Q)] (b) CZ; [@2 - 3@%(:5 + xl)} (c) o3

. Halla la funcién derivada, y estudia su continuidad, de f(z) = ‘1’3 — 41“.

. Halla a y b para que sea derivable la funcién

f(a:):{xQ ,si0< <2

ar+b ,si2<z<4

. Estudia la derivabilidad de la funcién y = v/ + 1 arccos(x + 1).

Halla la derivada de las siguientes funciones:
f(2) = Vu@? + o(@)? 9(@) = ufo(x) sinv(@)] h(x) = ulo(x) + w(v()

. . . . 3
Calcula, mientras existan, las derivadas sucesivas de f(x) = |z|” en z = 0.

Calcula y simplifica la derivada de las siguientes funciones:

142
(a) y = 2z arctanz — In /1 + 422 (b) y=1In ;—Ttanx (c) y = (1+ z)0+2)
an x

Halla la derivada de y respecto de x en las siguientes expresiones implicitas:
(a) 2% 4 2zy —y° = 2z (b) z + siny = xy (b)) vz +y=1
Halla la derivada segunda de y respecto de x en cada una de las siguientes expresiones implicitas:
(a) Tz +5y° =1 (b) 422 — 3y*> =9
Halla la ecuacién de la recta tangente a las siguientes curvas en el punto que se indica:
(a) 22 +4* =13, en (-2,3) (c) sin(z —y) = zy, en (0,7)
(b) (2% + y2)2 =42y, en (1,1) (d) 223 4+ 2y® — 92y =0, en (2,1)

Halla el d4ngulo que forman las circunferencias 22 + y? = 1 y 22 + (y — 1)2 = 1 en sus puntos de
interseccion.

Halla la derivada de la funcién y = = + 2% + 2%

Sea f : [2,4] — R definida por f(x) = z*. Halla (f_l)/ (27).

2

Calcula el orden de contacto de las funciones f(z) =3z -1y g(z) =2° —z+2en z = 1.

Estudia el movimiento de un objeto que se mueve, a partir del instante ¢ = 0, sobre un eje donde
su posicion viene dada en cada instante por la ecuacién:

(a) z(t) =3 — 3% + 3t (b) x(t) = t* — 413 + 6t> — 6t — 5
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18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Se deja caer una piedra desde una altura de 500 metros. ;Cuantos segundos tardara en alcanzar el
suelo? ;jCual es su velocidad en el momento del impacto?

La superficie total de un cilindro circular recto de radio r y altura h viene dada por la férmula
A = 27r(r + h). Halla la velocidad de variacién de: (a) A respecto de h cuando r permanece
constante; (b) A respecto de r cuando h permanece constante; y (c) de h respecto de r cuando A
permanece constante.

La arista de un cubo decrece a una velocidad de 3 centimetros por segundo. ;Cémo cambia el
volumen del cubo cuando la arista mide 10 centimetros?

Un balén se infla de tal forma que su volumen crece a razén de 36w cm?3/seg. Halla la velocidad de
crecimiento de radio cuando mide 3 cm.

Una particula se mueve en la érbita circular 22 4+ y?2 = 1. Cuando pasa por el punto (%, @) su
ordenada disminuye a razén de 3 unidades por segundo. ;Con qué rapidez varia su abscisa?

Una nave espacial se lanza verticalmente, siendo h = 15t metros su altura a los t segundos del

lanzamiento. Para un observador que se encuentra a un kilémetro del lugar del lanzamiento, ja
qué ritmo cambia el angulo de elevacion de la nave 10 segundos después del despegue?

Un depésito con forma de cono invertido se llena a razén de 250 1/min. La altura del depdsito es
de 7,5 m y el radio de la parte superior de 3,5 m ;Con qué rapidez sube el nivel del agua cuando
la profundidad es de 5 m? ;Y cuando el agua se desborda?

La funcién f(z) = % cambia de valor cuando = pasa de valer 0,5 a valer 0,6. Calcula: (a) el

incremento exacto Af que se produce en el valor de la funcién; (b) el valor de la diferencial df en
0,5 con un incremento h = Az = 0,1; (c) el error cometido al estimar Af mediante df.

Estima, mediante diferenciales, los valores de las siguientes expresiones: (a) v/1010; (b) 333/5.

El didmetro de una bola de acero mide 16 centimetros con un error maximo de 0,3 centimetros.
Calcula mediante diferenciales el error maximo cometido en el cdlculo de su superficie (S = 4mr?)
y en el cdlculo de su volumen (V = 3773).

Un avién se desplaza en vuelo horizontal a 8km de altura (se supone la Tierra plana). La ruta
de vuelo pasa por la vertical de un punto P del suelo. La distancia entre el avion y el punto P
disminuye a razén de 4 km/min en el instante en que esta distancia es de 10 km. Calcula la velocidad
del avién en ese instante (en km/h).

Halla la linealizacién de la funcién f(z) = vz + 1 + sinz alrededor del punto x = 0. {Qué relacién
existe con las linealizaciones de las funciones y = v/x 4+ 1 e y = sinx alrededor de dicho punto?

Aplicando el método de Newton-Raphson a partir del punto que se indica, halla una raiz aproximada
de cada una de las siguientes ecuaciones, justificando la aproximacién obtenida.

()2 4z +1=0, x; =2 (b) cosz =z, ;=1



