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2. FUNCIONES REALES DE UNA VARIABLE REAL

2.3. CONTINUIDAD

2.3.1. Continuidad de una funcién en un punto

Sea y = f(x) una funcién definida en un entorno del punto a € R. Se dice que f es continua en a si
lim f(z) = f(a), lo que equivale a que se cumplan las tres condiciones siguientes:
T—a

1. 3 lim f(x) y es finito 2. 3f(a) 3. lim f(x) = f(a)

Tr—a Tr—a

Intuitivamente, una funciéon es continua en un punto cuando su grafica se puede trazar alrededor del
punto sin levantar el 1apiz del papel.

2.3.2. Tipos de discontinuidad

Si una funcién no es continua en un punto se dice que presenta una discontinuidad en el punto, que
puede ser:

e evitable si existe y es finito el limite de la funcién en el punto.
e esencial si no existe o es infinito alguno de los limites laterales de la funcién en el punto.

e de salto si existen y son finitos los dos limites laterales de la funcién en el punto.
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Cuando una funcién presenta una discontinuidad evitable en un punto se puede redefinir en dicho
punto para convertirla en una funcién continua. Concretamente, si f tiene una discontinuidad evitable
en a, la funcién:

~ f(x) ,six#a
f@) = { lim f(z) ,siz=a

r—a
es continua en a, y sélo se diferencia de f por su valor en el punto.
Y Y

lim f(x)f-------- ‘ lim f(z) = fla)---------
r—a | T—a !
\\/ ! N |
O a x 19) a T
f tiene una discontinuidad evitable en a fes continua en a

2.3.2. Ejemplos

Estudia en qué puntos son continuas y en cudles discontinuas cada una de las siguientes funciones:

1

X

(a) f(a) =2 —1 (b) f(x) () () =wsin
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2.3.3. Continuidad lateral

Cuando el limite de la funcién en el punto no existe, pero alguno de los limites laterales coincide con el
valor de la funcién se obtiene lo que se llama continuidad lateral.

e Se dice que f es continua por la izquierda en a si lim f(z) = f(a)
Tr—a—

e Se dice que f es continua por la derecha en a si lim+ f(x) = f(a)
r—a

La continuidad lateral cobra especial significado en los extremos de los intervalos de definicién y en los
puntos donde cambian de expresion las funciones definas a trozos.
Obviamente, una funcién es continua en un punto si y solo si es continua por la derecha y por la izquierda.

Y Y

L -

———
1 1
O a x O a x
f es continua en a por la izquierda f no es continua en a ni por la
y no lo es por la derecha. izquierda ni por la derecha.

2.3.4. Continuidad en intervalos

Una funcién es continua en un intervalo cuando lo es en cada uno de los puntos del intervalo, entendiéndose
continuidad lateral en los extremos del mismo (por la derecha en el extremo de la izquierda y por la
izquierda en el extremo de la derecha).

2.3.5. Ejemplo

Yy
funcis ot —
La funcién parte entera: Al —
BE(z) = | =] 3l —
es continua en cada punto a ¢ Z, y continua 2t —
por la derecha en cada punto n € Z. 1} e—m |
. . —3-2-1 Cor g
Globalmente, es continua en cada intervalo: —_—
NG 2345
[ny,n+1), neZ L e——1
. e— {-2
— -3

2.3.6. Propiedades de la continuidad

1. Si f y g son dos funciones continua en a, entonces las funciones f + g y f - g son continuas en a.
Ademas, si g(a) # 0 la funcién f/g es también continua en a.

2. Si f es continua en a y g es continua en f(a), entonces g o f es continua en a.

Demostracion:

1. Se deducen facilmente a partir de las propiedades de los limites:
lim (/ + g)(x) = lim f(2) + lim g(=) = f(a) +g(a) = (f +g)(@) = [+ g es continua en a

y analogamente las otras.
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2. Si f es continua en a, lim f(x) = f(a), lo que equivale a decir que si z — a entonces f(x) — f(a),
r—a

y si g es continua en f(a), ﬁl]}(l )g(u) =g (f(a)). Entonces:

lim(go f)(z) = lim g (f(z)) = lim ~g(f(z))= lm g(u)=g(f(a))=I(gef)a)

es decir, g o f es continua en a.

2.3.7. Continuidad de las funciones elementales

De las propiedades de los limites y de la continuidad, se puede deducir que todas las funciones elementales
son continuas en su dominio de definicién.

2.3.8. Ejemplos

Estudia la continuidad (clasificando sus discontinuidades) de las siguientes funciones:

B /730—1—3(;10—1) B 1 1 sin x z:11
(a) f(z) = (143/7) (22° — 32+ 1) (b) f(z) = <$_2 - |x—2|> $2+x6| |

2.3.9. Definicién € —§ de continuidad

Usando la definicién formal de limite para indicar que el limite coincide con el valor de la funcién, se
obtiene la siguiente definicién de continuidad:

fescontinuaena < (Ve >0 35 >0 tal que: |z —a|] <0 = |f(x)— f(a)| <e)

e Si z dista de a menos que §, f(x) dista
de f(a) menos que e.

e § depende de e: mientras més pequeiio
sea €, mas pequeno sera 9.

2.3.10. Teorema (signo de una funcién continua)

Si f es una funcién continua en a y f(a) # 0, entonces existe un entorno de a en el que el signo de f(x)
coincide con el signo de f(a).

Demostracién: Supongamos que f(a) es positivo, y sea ¢ verificando que 0 < € < f(a). Puesto que f
es continua en a, existe § > 0 tal que:

|z —a| <0 = |f(z) - fla)| <e
i
fla)+e
f@) e < f@) < fla)+e P,
4 f(a)—s_gﬁ a+6
f(@)> fla) —e>0

es decir, f(x) es también positivo en el entorno (a — d,a + §). El caso f(a) negativo se demuestra de
forma totalmente analoga.
Una consecuencia inmediata de este teorema es el siguiente corolario.
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Corolario

Si f es una funcién continua en a y en todo entorno de a hay puntos donde la funcién toma signo
contrario, entonces f(a) = 0.

2.3.11. Teorema de Bolzano

Si f : [a,b] — R es continua con f(a)f(b) < 0 (signo contrario en los extremos del intervalo), entonces
existe a € (a,b) tal que f(a) = 0.

Demostracién: Si f (“TH’) = 0, entonces o = QTH’ y el teorema queda demostrado. Si no es asi, en unos
de los intervalos en que el punto medio divide al intervalo original, [a, aTH’] o) [“TH’,
signo contrario en sus extremos, y se llama [a1, b1] a tal intervalo que verifica: f(a;)f(b1) < 0.

b}, la funcién toma

Repitiendo el razonamiento anterior sobre el y

intervalo [a1, b1] se puede llegar, como antes,

a la solucién « o a un nuevo intervalo [ag, bg]

que en el que la funciéon cambia de signo en o €

sus extremos: f(az)f(b2) < 0.
Y asi sucesivamente.

Pueden ocurrir dos cosas:

an;‘bn)

e Paraalginn > 1, f ( = 0. En este caso, a = % y el teorema queda demostrado.

e Para todo n > 1, f(a,)f(bn) < 0. En este caso se obtiene una sucesién de intervalos cerrados
encajados con longitud tendiendo a cero:
b—a
[a,b] D [a1,b1] D [a2,b2] D ... D [an,bs] D ... y bp—ap=—- — 0

2N n—oo

Aplicando la propiedad 1.1.7. de los intervalos encajados:

ﬂ [an, bn] = {a}

La funcién es continua en « y, puesto que a,, b, — 0, en todo entorno suyo hay puntos donde toma
signo contrario. Entonces, aplicando el corolario anterior, f(a) = 0 y el teorema queda probado.

Aplicacién a la existencia y cdlculo de raices de una ecuacién: En las ecuaciones, el teorema de
Bolzano se puede usar para conocer la existencia de alguna raiz que, aplicando el método de biparticién
seguido en su demostracién, se puede hallar aproximadamente. Para esto, basta tener en cuenta que en
la demostracion del teorema de Bolzano:

an + by, bp—a, b—a

Ay = ——— apl"OXima a (x Con un error menor que &, = = 1 — 0
2 2 o+l pooo

2.3.12. Ejemplo

Demuestra que la ecuacion % + x — 1 = 0 tiene al menos una raiz en el intervalo [0,1]. Hdllala con un
error menor que una centésima.
Solucién: Se considera la funcién f(x) = 22 4+ 2 — 1 que es continua en el intervalo [0,1] en cuyos
extremos toma signo contrario:

FO)f1)=(-1)-1=-1<0

Aplicando el teorema de Bolzano, existe o € (0, 1) tal que f(«) = 0, y este alpha es una raiz de la ecuacién
en el intervalo [0, 1]. Para aproximar la raiz, mediante el método de biparticién, se puede usar la siguiente
tabla donde se llega a que la raiz es a =~ «a;,, = 0,6171875 con un error menor que &, = 0,0078125 < 0, 01.
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n | an (f<0) | by (f>0) | en="t25% | o =2t | (o) |
0 0 1 0,5 0,5 —0,25

1 0,5 1 0,25 0,75 0,3125

2 0,5 0,75 0,125 0,625 0,015625
3 0,5 0,625 0,0625 0, 5625 —0, 12109
4 0,5625 0,625 0,03125 0,59375 —0,05

5 0,59375 0,625 0,015625 | 0,609375 | —0,0192

6 || 0,609375 0,625 | 0,0078125 | 0,6171875

2.3.13. Teorema de Darboux (de los valores intermedios)

Si f : [a,b] — R es continua, entonces toma todos los valores comprendidos entre f(a) y f(b), es decir,

para cualquier # comprendido entre f(a) y f(b) existe a € (a,b) tal que f(a) = f.

Demostraciéon: Si f(a) = f(b) el resultado es trivial. Supongamos que f(a) < f(b) y sea 3 arbitrario

verificando que f(a) < 8 < f(b).

Se considera la funcién ¢ : [a,b] — R definida por:
g(x) = f(x) =8

Esta funcién es continua y toma valores de signo

contrario en sus extremos:

gla) = fl@)—B<0 y g(b)=Ff(b)—p>0 .
Aplicando a g el teorema de Bolzano, existe
a € (a,b) tal que g(a) = f(a) — B =0, es decir,
fla)=p fa)t-
como se queria demostrar.
En el caso f(a) > f(b) la demostracién es totalmente andloga.
2.3.14. Teorema de Weierstrass (del maximo-minimo)
Toda funcién continua f definida sobre un M= f(x;; f
intervalo cerrado [a, b] alcanza su maximo 1
y su minimo, es decir, existen x1,xs € [a, b i |
tales que: i i
m=f(@1) < f(@) < flw2) = M o " w
para todo z € [a, b]. o a L2 \/ b
m= f(x1)p----------------" ‘

2.3.15. Continuidad uniforme

En la definicién € — 6 de continuidad de una funcién, el valor § > 0 depende generalmente de € y del
punto. Cuando no depende del punto se obtiene la continuidad uniforme:

f es uniformemente continua en [a,b] <= Ve >0 3§ > 0 tal que:

|T1 — 22| <6 = |f(z1) — flw2)| <€

Y

Fijado € > 0, § — 0 cuando z — 0, es decir, no hay

un J positivo que valga para todas las z. Por tanto,
- 1 . .
la funcién y = — no es uniformemente continua en
T

el intervalo (0, +00).
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Y

Fijado € > 0, hay un § > 0 minimo que vale para

1 todo z (el que en la figura estd mas préximo a 1).
1

Por tanto, la funcién y = — es uniformemente
x

continua en el intervalo [1, +00).

Teorema de Heine
Toda funcion continua en un intervalo cerrado y acotado es uniformemente continua.

2.3.16. Ejemplos

2

Demuestra que la funcion f(x) =z es uniformemente continua en [0,1] y, sin embargo, no lo es en R.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. La tarifa de un parking piblico es de 2 euros la primera hora o fraccién y de 1.5 euros las restantes.
Expresa el coste total del estacionamiento de un vehiculo en funcién del tiempo de estancia, estudia
la continuidad de esta funcién e interpreta el resultado.

2. Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

sin 1 ,sixz <O 1z

(a) f(l‘)Z{ ;

0 ,siz >0

- six e
(b)f(w)Z{“‘l TS0 ) fa) =

x—1 ,siz>0 T 14el/e

3. Determina los valores de b y ¢ para que sea continua en toda la recta real la funcién:

f(x):{a:—Fl ,sijz—2| <1

2 +br+c ,silr—2/>1

4. Halla el dominio, estudia la continuidad y clasifica las discontinuidades de las funciones:

1
3—3z e==3 log (£U3 — 422 + 4:n)
= b =
5. Estudia la continuidad de las funciones:
z+1) |z —2|el/l=—1l flx) ,sixze D(f
) = T2 y oy = 1 e D)
x2 — xc — 2x 1 ,Slﬂj%D(f)

donde D(f) es el dominio de f.

6. ;Qué valores deben tomar a y b para que la siguiente funcién sea continua en x = 1 y discontinua
en x =27
ar—b ,six<1
f(x) =< 3 ysil<xz<?2
bz’ —a ,six>2

7. Demuestra que la ecuacion e® = 3x tiene al menos una raiz, y encuentra un intervalo de longitud
1 que la contenga.
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8. Estudia la acotacién y calcula, si existen, los maximos y minimos de las siguientes funciones en los
intervalos que se indican:

(a) f(z) = [][;_?;2 en [—3, 2] (b) f(2) = 5 flw! en R (c) f(z) = e ¥** enR
CUESTIONES

1. Contesta razonadamente si son ciertas o falsas las siguientes afirmaciones:

(a) Una funcién definida en toda la recta es siempre continua.
(b) Si f es continua en [a,b] y f(a) < f(b) entonces su imagen es el intervalo [f(a), f()].
(c) Toda funcién continua estd acotada.

(d) Toda funcién continua definida en un intervalo acotado estd acotada.

2. Se dice que una funcién f : (a,b) — R es lipschitziana, o verifica la condicién de Lipschitz
si existe una constante k£ > 0 tal que |f(x1) — f(x2)| < k|x1 — 22, Va1, 22 € (a,b). Demuestra que
toda funcién lipschitziana es continua.

3. Prueba que si f : [0,1] — [0, 1] es continua, entonces existe un punto ¢ € [0, 1] tal que f(c) = c.
4. Prueba que todo polinomio de grado impar tiene al menos una raiz real.

5. Justifica, mediante ejemplos graficos y analiticos, que en el teorema de Weierstrass es fundamental
que el intervalo sea cerrado y acotado.

PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Representa gréificamente las siguientes funciones y clasifica sus discontinuidades:

(a) y = [1/x] (b) y = [*] (¢) y = [sinz]

1 1
2. Estudia la continuidad de las funciones: (a) y = cos —; (b) y = x cos —.
x x

3. Define en x = 1, cuando sea posible, las funciones siguientes para que sean continuas:

2 -1 1 r—1 (z —1)2

0) f()= =5 (@ @)=y @ @)=

(a) f(z) =

r—1

4. Halla el valor de a para que sea continua la funcién:

a’x? ,six <2
(I—-a)x ,siz>2

1

—5 - es continua en R. ;Para
ar —2axr + 1

5. Determina los valores de a para los que la funcién f(z) =
qué valores de a es continua en el intervalo [0, 1]?
6. Encuentra un intervalo de longitud uno en el que cada una de las siguientes ecuaciones tenga una

raiz.
(a)z® —24+5=0 (b) 2° +42® — 22 +2=0
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7.

8.

10.

11.

12.

Prueba que el polinomio P(z) = 22* — 1422 + 142 — 1 tiene cuatro raices reales.

Un automovil se desplaza de la ciudad A a la ciudad B, y al dia siguiente hace el camino contrario
saliendo y llegando ambos dias a la misma hora. Prueba que existe un lugar en la carretera por el
que ambos dias pasa a la misma hora.

. Un escalador comienza, desde el campamento base, la subida a una montana a las 8:00 horas; llega

a la cima, pernocta en un refugio, y comienza a descender al dia siguiente y a la misma hora, por
el mismo sendero, hasta el campamento. ;Hay alguna hora a la que estuvo los dos dias a la misma
altura?

Usa el método de biparticién para hallar, con un error menor que 0,01, una raiz de cada una de las
ecuaciones
(a) 223 + 52— 13 =0 (b) cosz ==z

Estudia la acotacion y calcula, si existen, los maximos y minimos de las siguientes funciones en los
intervalos que se indican:

(@) f@) =1y 05 () f@=atle) m[-22 () fx)=¢ enR

+ z2

Comprueba que la funcién f(x) = % es uniformemente continua en el intervalo [1,4+00) y que no lo
es en el intervalo (0, 1].



