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EXAMEN ELIMINATORIO DE LA PRIMERA PARTE DEL SEGUNDO PARCIAL
SOLUCIONES
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Solucién: Se aplica el criterio de Stolz y la jerarquia de mﬁmtos
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1. Halla el valor del siguiente limite:  li

2. Demuestra que la sucesion recurrente: { es creciente y estd acotada. 5Cudl

es su limite?
Solucién: Para probar el crecimiento y la acotacién se aplica el principio de induccién matematica:

ag—a1:\/§—1>0

An—an
p —Ap—1 >0 = apt1 —an =vV2+an— 2+ an_1 = \/ﬁh/ﬂlT

Crecimiento: {

ap=1<2
p <2 = api1=vV2+a, <V2+2=2

Acotaciéon por 2: {

La existencia de limite queda garantizada porque la sucesion es creciente y acotada, y ademés debe ser
un nimero positivo menor o igual que 2 (ya que todos los términos de la sucesién son positivos y menores
que 2). Si ! es el limite de la sucesién, tomando limites en la expresién de induccién se obtiene su valor:
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yva que la otra raiz es negativa.

1 +sin®n
3. Determina el cardcter de las siguientes series: (a) Z —_—

n=1
Solucion:

-2 . . in2 :
(a) Puesto que HSI% > % >0y Z% es divergente, la serie ) 1+Sm  es divergente.

(b) Puesto que es una serie alternada y lim \lf =0, la serie Z CD? o convergente.

. . . . z+1
4. Halla el campo de convergencia de la siguiente serie de potencias: Z !
n=1 \/ﬁ

Solucién: Se aplica el criterio de la raiz para hallar el radio y el intervalo de convergencia:

1 1
1iT1En Vlan| = 1i7rln 1"/% = hrILn”T\/ﬁ =1 = R=1 = Int. Conv.: (-1—-1,-1+1)=(-2,0)

En los extremos del intervalo de convergencia:

n 1
(conv.) x:Oi;\/ﬁ:oo

Puesto que la primera serie es convergente y la segunda divergente, el campo de convergencia de la serie
de potencias es el intervalo [—2, 0).



5. Halla el desarrollo en serie de potencias centrado en el origen, y su campo de convergencia, de la
funcion:

x
Solucién: Se obtiene, a partir de la serie geométrica, mediante derivacién y producto por x:
1 2 3 4 5 :
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f(z) = :x+2x2+3x3+4x4+5x5+...:an”, si|z] <1
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En los extremos del intervalo de convergencia se obtienen series divergentes () (+1)"n), por lo que el
campo de convergencia es el intervalo abierto (—1,1).

6. Dos objetos siguen las trayectorias indicadas por las siguientes curvas:

=1-—sint
,t>0 Objeto B:{x i ,t>0

y =t y = cost o

Objeto A: {x -
(a) Halla las ecuaciones cartesianas de las dos trayectorias y haz un esbozo de sus grificas (indicando el
origen y el sentido de recorrido).
(b) Encuentra los puntos de corte de sus trayectorias y determina si se encuentran en alguno de ellos.
(¢) Halla el dngulo que forman las dos trayectorias en alguno de sus puntos de contacto distintos del
origen (si existen).
Solucién:
(a) Las ecuaciones cartesianas de las trayectorias y un esbozo de sus graficas son:

= ¢2
ObjetoA:{x 3 >0 = y?=23, y>0
y:
. r=1-—sint 9 9
Objeto B: >0 = (z—-1)+y*=1
Yy = cost

La trayectoria del objeto A parte del origen y la del objeto B del
punto (1, 1). Su sentido es el indicado en la grafica.

(b) Para encontrar los puntos de corte de las trayectorias es mas facil considerar las ecuaciones cartesianas:

y? = 23 y? = 2 y? = 23 r=y=0
— — —
(r—1)2+y%2=1 (x—1)2+a23=1 z(z—1)(z+2)=0 r=y=1
Por tanto, los unicos puntos de corte de sus trayectorias son (0, 0) y (1, 1). Por el punto (0, 0) el objeto
A pasa en el instante ¢t = 0 y el objeto B en los instantes ¢t = 7 + 2k7, mientras que por el punto (1, 1)

el objeto A pasa en el instante ¢ = 1 y el objeto B en los instantes ¢t = 2kw. En consecuencia, los dos
objetos no se encuentran en ninguno de los puntos de corte de sus trayectorias.



(c) El tnico punto de contacto de las trayectorias distinto del origen es el punto (1, 1), por el que el
objeto A pasa en el instante t = 1 y el objeto B en el instante ¢ = 0. El angulo que forman las trayectorias
es el angulo que forman sus vectores tangentes en dichos puntos. Los vectores tangentes son:

) x =12 x =2t R
Vector tangente al objeto A en ¢t = 1: , = = u =(2,3)
y = t y, == 3t2 t=1

= v =(-1,0)

x=1-—sint ' = —cost
Vector tangente al objeto B en t = 0: , ) v
y = —sint  t=0

Yy = cost

El dngulo que forman las trayectorias en el punto (1, 1) es
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7. Se construye una columna de cubos apilados (cada uno encima del anterior) de lados sucesivos: 1,

%, %, ... metros. Todos los cubos son huecos y estdn fabricados con cierto material rigido.

(a) sCudl es la altura de la columna?

(b) 4Qué cantidad de material es necesaria para la construccion de la columna?

(c) Si los cubos se llenan de agua, ;qué cantidad de agua se puede almacenar en la columna completa?
Solucién: La columna estd formada por los cubos @)1, @2, @3, ..., donde el lado del cubo @, es [,, = ﬁ
En consecuencia:

(a) La altura total de la columna es infinita:

[ee] o0 [e.e] 1
Altura = altura(Q,) = —

(b) La superficie total de la columna también es infinita:

Superficie = Z superficie(Q,,) = Z 6[2 i g

n=1

(c) Sin embargo, la cantidad de agua que se puede almacenar en la columna es finita:

[e.9]

Volumen = Z volumen(Q,) = Z l3 Z ! 5 < 00

n=1 nl



