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Examen eliminatorio de la primera parte del Segundo Parcial
SOLUCIONES
o . (2n 4+ 1)?
1. Halla el valor del siguiente limite:  lim
! nVIFP+VIE2 4.+ V1402
Solucidn: Se aplica el criterio de Stolz y la jerarquia de mﬁmtos
2 _ _1)2 ,
(2n +1)? St im (2n+1)"—(2n—-1)" lim 8n__inf lim 8n _ 3

lim = — = |1
nV14124+V1+224+...4V1+n2  n V14 n? n V1+n? non

ant1 =+V1+ap, n>1

0 es creciente y estd acotada por
a) =

2. Demuestra que la sucesion recurrente: {

2. ;Cudl es su limite?
Solucién: Para probar el crecimiento y la acotacién se aplica el principio de induccién matematica:

as—a1=1—-0=1>0

Crecimiento: {

an—an71>0:>an+1—an:\/1+an—\/1+an,1 \/%%f:/nlJ:T
a1 =0<2

Acotacion por 2:
n <2 = Gpy1=+VI+a,<V1i+2=3<2

La existencia de limite queda garantizada porque la sucesion es creciente y acotada, y ademés debe ser

un nimero positivo menor o igual que 2 (ya que todos los términos de la sucesién son positivos y menores

que 2). Sil es el limite de la sucesién, tomando limites en la expresién de induccién se obtiene su valor:

1£vV1+4 1£V5 1 5
l=V1i+l = 12-1-1=0 = = 2+ = Q\f:w: +2\f:1,618
ya que la otra raiz es negativa.
3. Determina el cardcter de las siguientes series numéricas: (a) Z sin” n (b) Z ]
ogn
n=1 2

Solucién:
(a) Puesto que 0 < sin® n* <LyY des convergente la serie ) sin’n® o5 convergente.

=0, la serie > Cu es convergente.

(b) Puesto que es una serie alternada y lim Togn

logn -

oo
1 -2
4. Halla el campo de convergencia de la siguiente serie de potencias: Z M
n=1 \/ﬁ

Solucién: Se aplica el criterio de la raiz para hallar el radio y el intervalo de convergencia:

- Y
hgbn |an|—h£n %—h%n

En los extremos del intervalo de convergencia:

;v—1:>Z Z

Puesto que la primera serie es divergente y la segunda convergente, el campo de convergencia de la serie
de potencias es el intervalo (1, 3].

1
{L/ﬁ:l = R=1 = Int. Conv.: (2—-1,2+1)=(1, 3)

(conv.)



5. Halla el desarrollo en serie de potencias centrado en el origen, y su campo de convergencia, de la
funcion:

1—=x
= e
Solucién: Se obtiene, a partir de la serie geométrica, mediante derivaciéon, producto por x y suma:
1 1 2 3 4 5 .
= =l—z+z"—a’+2"—2°+..., si|zg[<1
1+ 1—(-=x)
1 ' —1 2 3 4 .
= ———S=—142r—-3z"+42° —-bz" +..., si|z|<1
1+z (1+z)?
1
= 1-2z+432 —42x3+ 52—, sifz|<1
(1+2)?
T r 422?328+ 42t — 52+ , siz| <1
(14 x)?
f(z) = ! b o1 3r 45T 02t — .= i(—l)”@n + 2™, sifz| <1
(1+2)2 (1+4x)? = ’

En los extremos del intervalo de convergencia se obtienen series divergentes (> (41)"(2n + 1)), por lo
que el campo de convergencia es el intervalo abierto (—1,1).

6. Dos objetos siguen las trayectorias indicadas por las siguientes curvas:

— 1 — cost
>0 Objeto B:{x R
Yy = —sint

(a) Halla las ecuaciones cartesianas de las dos trayectorias y haz un esbozo de sus grificas (indicando el
origen y el sentido de recorrido).

(b) Encuentra los puntos de corte de sus trayectorias y determina si se encuentran en alguno de ellos.
(c) Halla el dngulo que forman las dos trayectorias en alguno de sus puntos de contacto distintos del
origen (si existen).

Solucién:
(a) Las ecuaciones cartesianas de las trayectorias y un esbozo de sus graficas son:
r =t?
ObjetoA:{ 3 >0 = y2=23, y>0
y =
z=1—cost
ObjetoB:{ ) >0 = (z—1)2+42=1
Yy = —sint

Ambas trayectorias parten del origen y su sentido es el indicado
en la grafica.

(b) Para encontrar los puntos de corte de las trayectorias es mas facil considerar las ecuaciones cartesianas:

2 3 2 3 2 3
= = = = = O
Yy Z Yy T Yy £ =Y
(r—1)2+y%2=1 (x—1)24+23=1 z(x—1)(z+2)=0 r=y=1
Por tanto, los tinicos puntos de corte de sus trayectorias son (0, 0) y (1, 1). Por el punto (0, 0) los dos
objetos pasan en el instante t = 0, mientras que por el punto (1, 1) el objeto A pasa en el instante t = 1

y el objeto B en los instantes t = 37” + 2k7. En consecuencia, los dos objetos parten en el mismo instante
del mismo punto y no se vuelven a encontrar.



(¢) El tnico punto de contacto de las trayectorias distinto del origen es el punto (1, 1), por el que el objeto

A pasa en el instante t = 1 y el objeto B en el instante t = 37“ El dngulo que forman las trayectorias es

el angulo que forman sus vectores tangentes en dichos puntos. Los vectores tangentes son:

. x =t x =2t R
Vector tangente al objeto A en ¢t = 1: s = , = u=(2,3)
’y = t y, = 3t t=1
3 x=1—cost x’ =sint
Vector tangente al objeto B en ¢t = °r, . — U =(-1,0)
2 y = —sint y = —cost =31

El dngulo que forman las trayectorias en el punto (1, 1) es:

w-v -2 2
& = aIrCCoOS | —————-| = arcCos | —————=| = arccos
1] [|V]] V131 V13

7. En un tridngulo equildtero de lado 1 metro se empaquetan una cantidad infinita de circulos como
se indica en la figura. El mds grande se llamard circulo de la primera generacion, los tres siguientes
circulos de la sequnda generacion, los tres siguientes circulos de la tercera generacion, y ast sucesivamente.
Teniendo en cuenta que el radio del circulo inscrito en un tridngulo equildtero es un tercio de la altura

del tridngulg, se pide: (a) Calcula la longitud de los radios de los circulos de las sucesivas genera-

ctones. Identifica el tipo de sucesion que determinan y halla su limite.

(b) Halla la suma de los radios de los circulos de todas las generaciones y
compara el valor obtenido con la altura del tridngulo.

(c) Halla el area que ocupan los circulos de cada generacion. Identifica el tipo de sucesion que determinan
y halla su limite.

(d) Calcula el drea ocupada por todos los circulos empaquetados. Compara el valor obtenido con el drea
del tridngulo, y extrae conclusiones.

Solucion:
(a) Teniendo en cuenta que la altura de un tridngulo de lado [ es h = %, la altura del triangulo inicial
es h = § y el radio del circulo de la primera generacién es r; = % . § = 2—‘/§ Los circulos de las sucesivas

generaciones estan inscritos en triangulos equildteros cuyos lados forman una progresion geométrica de
razén 1/3, luego sus radios también forman una progresién geométrica de la misma razén:
V3 i V3
Ty = imr, = lim
"2.3n Y no " n 23"

(b) La suma de los radios de los circulos de todas las generaciones es la mitad de la altura del tridngulo:

=0

_1
3
(c) Hay un sélo un circulo de la primera generacién y tres de las restantes, luego el drea que ocupan es:
3T s

97 7 T
A1—7T7’1—22732—ﬁ An—37r7’n—2232n—4.9n_1 ; n>1 hénAn—hénW
A partir de n > 1, la sucesién de areas forma una progresiéon geométrica de razén 1/9.
(d) El drea ocupada por todos los circulos empaquetados es:

> T L 1\ T T L T T 117
A:A Azi — —_ = — — 9 e - = ~
1+ A 12+4Z<9> pri o1 s g =0
n=2 n=2 9
V3 _ V3
2 — 1

=0

mientras que el area del triangulo original es S = % -1 ~ (), 43, lo que supone que los circulos

ocupan un 8’22 100 ~ 84% del area del tridngulo.



