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SOLUCIONES

1. (1,5 puntos) Halla la ecuacion general del plano tangente a la superficie x®>+ylnx+22(y—2x) =5

en el punto (1,3,—2).

Solucién: El vector normal a la superficie y, por tanto, al plano tangente es el gradiente de la
funcién asociada a la superficie en el punto. Las derivadas parciales son:

oF _ Y _ 9,2
8x—2x+x 2z

F(x,y,z):x2+ylnx+22(y—2m)—5:0 = %zlnx+z2

%—f = 2z(y — 2x)

Por tanto, el vector normal al plano es:

n=VF(1,3,-2) = (

2$+Q —22% Inz + 2%, 22(9—25”))‘ =(=3,4,-4)
€T (1737_2)

y la ecuacién del plano tangente es —3(x —1)+4(y—3) —4(2+2) = 0, es decir: 3z —4y+4z+17 = 0.

2. (1,5 puntos) Calcula el valor

de la derivada direccional de la funcion f(z,y) = 2% +2y> — 4z

en el punto (2, 1) en la direccion del vector u = (1,—1).

Solucién: El vector gradiente en el punto (2, 1) es:

of _
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{M TV = v

y) = (290—55,4y) — Vf(2,1) = (4—\2,4) =(4-v2,4)

y la derivada direccional en el punto (2, 1) en la direccién del vector u = (1,—1) es:

Duf(27 1) = Vf(Z, 1)
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3. (2 puntos) Encuentra y clasifica los puntos criticos de la funcién f(z,y) = 2% — 3z%y + 5y° — 15y.

Solucién: Se hallan las derivadas parciales primeras:

0
ox

of

- =322 — 62y = 3x(z — 2y) - = 322 + 159> — 15 = —3(2® — 59> +5)
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y se calculan los puntos criticos:

8 —2 pu— pu— j :2
JZ%ZO(:)JU(JU Y) =0 <= =06 =2y
or 0Oy 22— 5y +5=0
r=0 = 0-524+5=0 = 1>’ =1 = y=+1 (0, 1), (0,—1)
=2 = 4’ -5 +5=0 = ¥ =5 = y=+5 (2V5, V5), (=2v5, —Vb)

Para clasificar los puntos criticos, se calculan las derivadas parciales segundas y la matriz hessiana:
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{%ZGQJ—Gy:G(x—y) O*f

_ ([ 6(x—y) —6x
or0y 6x = Hf(ac,y)—( 6z 30y>




Entonces:

o |H¢(0,1)] = ' _06 300 ‘ = —180 < 0 = Punto de silla en (0,1)
o |Hf(0,-1)| = ‘ g —(2)30 ’ = —180 < 0 = Punto de silla en (0, —1)

2
. ‘Hf(wé,\/é)’ z‘ _ﬁ‘f/g 322\/‘/55 =180>0y gg;’;(z\/S,JS):G\/bo —

— Minimo relativo en (2v/5,V5)
| -6v5 125 | O*f _
. ‘Hf(—zx/é,—\/g)‘ _’ 125 —s0y5 |=180>0y @(—2W,—\/S)_—6\/5<0 =
— Maiximo relativo en (—2v/5, —V/5)

4. (2,5 puntos) Una empresa fabrica dos tipos de estufas, X e Y, siendo el coste de fabricar x estufas
del tipo X e y estufas del tipo Y:

C(z,y) = 32\/zy + 175z + 205y + 1050 euros

(a) Si cada estufa de tipo X se vende a 285€ y cada estufa de tipo Y se vende a 390€, ;cudl es la
funcion B(x,y) que da los beneficios obtenidos con la fabricacion y venta de x estufas del tipo X e
y estufas del tipo Y?

(b) Halla las derivadas parciales de la funcion B(z,y) cuando x = 80 e y = 20, e interpreta los
valores obtenidos.

(c) Cuando se llevan fabricadas 80 estufas de tipo X y 20 estufas de tipo Y, scudl debe ser la
estrategia de fabricacion que obtiene mdzimo beneficio?

Solucién:
(a) Los beneficios obtenidos, por la fabricacién y venta de x estufas del tipo X e y estufas del tipo
Y, son los ingresos por su venta menos los costes de fabricacién, es decir:

B(z,y) = 285z + 390y — C(z,y) = 285z + 390y — (32\/zy + 175z + 205y + 1050) =
= 110z + 185y — 32/xzy — 1050

(b) Las derivadas parciales son:

OB _ — o)
%_110—3225@_110—16\@ 52(80,20) = 110 — 164/ 33 = 102

9B _ _ A _ z 4B __ 80 _
08— 185 — 3250 = 185 16\/; 95 — 185 - 16,/%0 = 153

Cuando se llevan fabricadas y vendidas 80 estufas del tipo X y 20 estufas del tipo Y, los beneficios
que se obtendrian por la fabricacién y venta de la siguiente estufa de tipo X son 102€, y por la
siguiente estufa de tipo Y son 153 €.

(c) La linea que obtiene méximo beneficio es la indicada por el vector gradiente:
VB(80,20) = (102,153) = 51(2, 3)

es decir, la estrategia de fabricacion que permite obtener maximo beneficio es fabricar 2 estufas de
tipo X por cada 3 estufas de tipo Y.



5. (2,5 puntos) Una placa metdlica tiene forma circular de ecuacion z% +y? < 10, siendo su tempe-
ratura (grados centigrados) en cada punto: T(z,y) = x? + 2y?> — 2z + 3. Encuentra los puntos de
la placa donde se producen las temperaturas extremas (mdzima y minima) y su valor.

Solucién: Hay que comparar los extremos relativos del interior de la placa con los extremos
absolutos en la frontera.

Para estudiar los extremos relativos de la funcién T'(z,y) en z2 4+ y?> < 10 se recurre a los puntos
criticos y su clasificacion mediante el hessiano:

or
L =2r —2 or oT =1
gg,{ T = =) = a: —> Punto critico: (1, 0)

2 0 9*T
Hr(z,y) = < 0 4> = |H7r(1,0)|=8>0y w(l,o):2>0 —

= Minimo relativo en (1,0) que vale T'(1,0) = 2

Para hallar los extremos absolutos de la funcién T'(z,y) en 22 + y? = 10 se recurre al célculo de
extremos condicionados mediante multiplicadores de Lagrange:

F(x,y) = 2° +2y* — 20 + 3+ A(z* + y* — 10)

20 —24+2\z =0 I+ MNx=1
VEF(z,y) =0 ,
5 o = 4y +2X\y=0 = Y2+ N) =0 <= y=056=-2
¥ 4+y“—10=0 9 9 N 9

¢ +y- =10 - +y* =10

y=0 = 22 +0=10 = x==+10
(1-2z=1 _ {x:—l — (+v10,0), (—1,43)

A=-2 =
2+ % =10 1+92=10 = y =43
T(1/10,0) = 13 — 2/10 ~ 6,7 T(-1,3) =24
T(—V10,0) =13+ 210~ 19,3  T(-1,-3) =24
maximo absoluto en (—1,+£3) que vale T'(—1,£3) = 24
minimo absoluto en (v/10,0) que vale T'(+/10,0) ~ 6,7

Comparando la temperatura en los puntos criticos del interior de la placa con sus valores extremos
en la frontera, se tiene que la méxima temperatura es de 24°C en los puntos (—1, £3) de la frontera,
y la minima temperatura es de 2°C en el punto (1,0) del interior.



