FACULTAD DE INFORMATICA (UPM) CURSO 2004/2005
DPTO. DE MATEMATICA APLICADA CALCULO INFINITESIMAL
Grupo 13M

CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE (03,/09/2005)
EXAMEN FINAL

SOLUCIONES

1. Halla todas las soluciones de la ecuacion z°

bindomica.

—1i =0, y calcula su producto expresdandolo en forma

Solucién: Se despeja z en la ecuacién y se hallan las raices quintas resultantes:

. - 5 v 5 +2km w4k . (1+4k)w
P —i=0<= z=Vi=V12 =V1e" 5 =¢ 10 =¢ 10 , parak=0,1,23 4.

Por tanto, todas las soluciones de la ecuacion son:

-9 -137m -17m

¢ 29 = et10 23 = et 10 24 = el 1

NI
ol3

ppus i
2’02610 21 =€ =€ 2

Teniendo en cuenta que para multiplicar nimeros complejos se multiplican sus moédulos y se suman
sus argumentos, el producto de las cinco raices es:

(T 57 | 9w 137 | 17w =457 - 97 - T .
2071292324 = 15 (o H ) — i — i — i(4m+3) — i5 —

n
2. Para los distintos valores del pardmetro a > 0, calcula el limite:  lim _atn
n—oo a1 4 2n

Solucion:
. n . 1 . a”+n ..oon 1
0<a<l = Ilima" = lima =0 — llm —— = lim — = —
n—00 n—00 n—oo g1 +2n n—oo 21 2
n 1 1
azl:a":an_lzl,VneN:limu:hm +n:(g)zlim£:f
n=oo a1 42n  nooo 14 2n 00 n—oo 2n 2
n n
a>1:>limanzlima"_1:+oo:>limw:(g>:hm a =q
n—00 n—00 n—oo g~ 4+ 2n o0 n—oo g1

ya que, en este ultimo limite, las exponenciales son infinitos de orden superior a n. En resumen:

m ——— =
n—oo a1 4+ 2n

a+n ) 1/2 ,si0<a<1
a ,sia>1

Vad —3z+2

3. a) Halla el dominio D C R de la funcion f(z) = — RSN
z? — 3z

b) FEstudia la continuidad (clasificando sus puntos de discontinuidad) de la funcion:

) flx) ,sizeD
g(x)_{l siz¢ D

Solucidn:
a) El dominio de la funcién f es:

D={zeR:2°-3z+2=(2-1)*z+2)>0y 2> -3z +2= (v —1)(z —2) #£0}



Puesto que:
-3 +2=(r-1)}(r+2)>0<= 2+2>00x=1+= > -2
-3 4+2=(r-1)(x—-2) A0 <= x£1lyax#2

se obtiene que:
D=[-2,1)U(1,2)U(2,+00)

b) Puesto que la funcién f es continua en el interior de su dominio y la funcién 1 es siempre
continua, la funcién g es continua en todos los puntos que no son de cambio, es decir, siempre que
x # —2,1,2. Se estudia la continuidad en estos puntos:

e En z = —2 (que es un punto de D), g(—2) = f(-2)=01y:

lim g(z)= lim 1=1

r——2" T——2"
Va3 —3x+2 0
1. == 1. == 1. _— = — = O
A ole) = tim Jo)= i e 1

de donde se deduce que presenta una discontinuidad de salto, siendo continua por la derecha.

e En 2 =1 (que no es un punto de D), g(1) =1y:

2 —3z+2 [0\ . (x—1)2(x+2)
_< >_i13% (- D)z —2)

lim g(z) = lim f(z) = lim
z—1 rz—1
. lz — 13 V3 siz— 17
= J1m ——- =
a—1 —(z —1) /3 ,siz—1t
de donde se deduce que presenta una discontinuidad de salto.

e En 2 = 2 (que no es un punto de D), g(2) =1 y:

m_@

}:L)rrég(x) - il—»r% flo) = :ll—% 2?2 — 3z +2

2 {—oo stz — 2

+oo ,sixz— 2T

de donde se deduce que presenta una discontinuidad esencial.

2 2
4. De entre todas las elipses de ecuacion —5 + % =1, a,b > 0, que pasan por el punto (1,1),
a
encuentra la de drea minima.

Solucién: Si la elipse pasa por el punto (1, 1), ha de ser:

1 1 1 1 a? a
— =1 = —=1-= = ¥ = —_—
a2+b2 b2 a? a? -1 a?—1

con a > 1. Usando esta relacién, el area de la elipse se puede expresar en funcién de a:

7TCL2

a
Va2—1 VaZ—-1'
Se trata de hallar el minimo absoluto de esta funcién, para lo que se calcula su derivada y sus
puntos criticos:

a>1

S(a) = wab = 7a

o T 2
2a 0’2_1_6122\/(;217—1 :W2a(a2—1)—a3 _ na(a? — 2)
a? -1 (a2 —1)va*—1 (a®?—1)Va® -1

S'(a) = =0 <= a=V2

2



que es la tnica solucién en el intervalo (1,+00). El crecimiento de la funcién y el caracter del punto
critico, se deducen de la derivada:

decreciente en (1,/2)
creciente en (v/2, 4+00)

S'(a) = ra(a® — 2) <0 ,sil<a<v?2
S (@-1)War—1)| >0 ,sia>V2

= La funcién es {

y, en consecuencia, alcanza un minimo relativo en a = v/2, que también es absoluto. Por tanto, la
elipse de 4rea minima es la obtenida para a = v/2, siendo entonces también b = /2, es decir:

$2

2

y
472 1

> T2

que es la circunferencia 22 + 3% = 2.

5. Calcula el drea de la region limitada por el eje de abscisas, las rectas x =0 y x = 7, y la grdfica
de la funcion:

|cos x|
xTr) =
/() 3+ 3sinx + cos? x
Solucién: Teniendo en cuenta que f(z) > 0 cuando = € [0,7], que |cosz| = cosz cuando x €
[0,7/2], y que |cosz| = —cosz cuando x € [7/2,7], ya que el coseno es negativo en el segundo

cuadrante, el area pedida es:

A:/W "CObZE‘ dx:/”/2 .cosx dx+/7r fcosx dr —
0 3+ 3sinz + cos?z 0 3+3sinz+cos?x x/2 3+ 3sinz + cos?x

/2 Cos T 4 CoS T
g - dx— N d.T
o 3+3sinz+cos?x x/2 3+ 3sinw + cos?x

Para hallar estas integrales definidas, se halla la integral indefinida teniendo en cuenta que el
integrando es una funcién impar en cosx y que, por tanto, se resuelve mediante el cambio de
variable sinz = t. Procediendo asi:

/ Cos T d sinx =t / dt / -1 gt
€T = = R SEE—— =
3+ 3sinx + cos? x coszdxr = dt 3+3t+ (1—1t2) t2—-3t—4

- [arna= ) () @

1 1 sinx + 1
=—(Injt+1—-Inlt—4 =—-In|l—
5(n| +1f = In| ) +e 5nsinx—4’+c
Entonces, el area es:
1 smx—i—l o=r/2 1 smw—i—l = 1 | I 1
= |= - =—|ln|l—|—-In|—| ] -
5 sinx — 5 sinx — - 5 -3 —4
1 1 2 1 2 2 2(3In2 —In3)
—(1 —1 —(2ln=—21 =-(In2-In3+n4d)=——-—-=-
5(“—4 n—3> 5(“3 n4> 5 (In2—lnd+Ind) 5

6. Estudia la convergencia de la siguiente serie y calcula, si es posible, su suma:

i +2n

n=1



Solucién: La serie se puede descomponer en suma de dos series:

22 (F) ()

ambas convergentes, ya que la primera es geométrica de razén —2/5 y la segunda aritmético-
geométrica de razén 1/5, por lo que también es convergente la serie dada.
La suma de la primera serie es:

n=1
Para sumar la segunda serie se procede asi:
> 1\" 1 > 1" & 1\
S = 2n | - = S—-—=-5= n| =) — 2n | -
xo(s) = omss=xm () -2 ()

y cambiando el indice de la segunda serie y operando:

=S=>"2(=) =Y 2n(= = m(=) =S 20—-1) (=) =
=) -Xm(y) = 2m(;) -X2e-n(;)
9 [e%s) 1n o) 1k o) 1k 9 2 9 1 1 5
s+ 3 (3) - (5) w22 (5) ~3ey-irnmr = s

La suma suma de la serie pedida se obtiene sumando las sumas de las dos series:

+2n°° —2\" & 1\" -6 5 —13
yo A 23<5) +2ﬁ”@>::7+8:56

n=1 n=1 n=1

7. Se considera la funcion:
23 4-sin? :
f(x y) _ W ; S1 (m,y) 7& (O¢O)
7 0 , si (z,y) = (0,0)

a) Calcula los limites de f en (0,0) segun las rectas y = mz. ;Es f continua en (0,0)?
b) Estudia la diferenciabilidad de f en el punto (0,7).
c) Calcula la derivada direccional de f en (0,5) segin la direccion del vector v = (—1,1).

Solucién:
a) Los limites de f en (0,0) segin las rectas y = ma son:

. 23 +sin?mz 0\ 7 .. 322+ 2msinmaxcosmz 0
lim flz)=1lm ———— = =1 =(=)|=

= lim — im
(,9)—(0,0); y=ma e—0 22 4 m2x? 0/ a—0 (1+m2)2z 0
.. 6x 4 2m2cos?mz — 2m?sin® mx m2
= lim =
z—0 2(1 4+ m?) 1+ m?

Como dependen de m, no existe el limite de f en (0,0) y, por tanto, f no es continua en (0,0).
b) En cualquier punto (z,y) # (0,0) las derivadas parciales de f son:

Jaf 3w 2(2? +y?) — (28 +sin’y)2z 2! + 32%y? — 2wsin?y

or (22 + y?)2 N (22 + y?)?
Jdf _ 2sinycos y(z? +y?) — (2 + sin? y)2y
oy - @+ P



¥, puesto que son continuas en (0, 5), f es diferenciable en dicho punto.

c) Las derivadas parciales y el gradiente de f en (0, §) son:
af ™ of T\  —16 T —16
%(0’§>_0’ dy (0’2)_ R Vf(O’Q)_<O’ 7T3>

y entonces, la derivada direccional en (0, %) con la direccién del vector v = (—1,1) es:

v (O’—16> (=1L, 16 —8V2

Do (0.5) =94 (0.3) 7 = (0

V2 mve w

8. Calcula los extremos relativos de la funcion f(z,y) = 2* + y* — 2(x — y?)2.

Solucién: Por ser una funcién continua y diferenciable en todo el plano los extremos relativos, si
existen, se alcanzan en los puntos criticos. Se hallan las derivadas de primer y segundo orden:

of 3 2 3 2 0% f 2 *f _ 0f

Ox v (z=v) (2" =z +y) Ox? (32 ) 0xdy  Oydx Y
of 3 2 2 0 f 2

8—y:4y + 8y(z — y°) = 4y(2x — y°) 8—y2:8:c—12y

Los puntos criticos son los puntos (z,y) que verifican:
%:4(x3—m+y2)20 2 —x+y>=0 2 —x+1y2=0
y(2r —y?) =0 y=0o0 2x—y*>=0

Para resolver este sistema se distinguen por separado los dos casos que plantean la segunda
condicién:

{x3—m+y2:0 {:L‘B—J::x(x—i—l)(x—l):O {x:O,il
<~ <~

y=0 y=0 y=0

2 —r+y?=0 P —r+2z=2(2?+1)=0 x =
<~ <~

2£U—y2:0 y2:2$ y=20

Por tanto, los puntos criticos son (0,0), (1,0) y (—1,0). El valor del hessiano en cada uno de estos
puntos es:

4(322% - 1) 8y

8y Sz —122 | Hf(0,0)=0; Hf(1,0)=64; Hf(-1,0) = —64

Hf(z,y) = '

Se estudia cada uno de ellos por separado:

e En (0,0), Hf(0,0) = 0. Para decidir si en este punto la funcién alcanza un extremo relativo
es necesario estudiar el comportamiento de la funcién alrededor del punto:
—y* <0 ,sizx=0ey#0

_ _ 0 — 4 4 _a2\2
Tl =00 = () =0 =2ty =2 =) _{y8+y4>0 siz=y?ey#0

de donde se deduce que en (0,0) no alcanza un extremo relativo (es un punto de silla).

e En (1,0), Hf(1,0) =64y g%(l, 0) =8 > 0, por lo que la funcién alcanza un minimo relativo
con valor f(1,0) = —1.

e En (—1,0), Hf(—1,0) = —64 < 0, de donde se deduce que en (—1,0) no alcanza un extremo
relativo (es un punto de silla).



