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SOLUCIONES

1. a) Calcula el volumen del sdlido obtenido al girar alrededor del eje de ordenadas la region:
Q={(z,y) eR? : 2? + 4> <16,y > —2® +4,2 >0,y > 0}
b) Calcula el drea de la region comprendida entre el eje de abscisas y la grifica de la funcion

fl@)y=(zx—1)e ", = >1.

Solucién:
a) Se representa el conjunto 2:
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y, puesto que el eje de giro es el eje de ordenadas, se considera su expresiéon proyectando sobre

dicho eje:
O={(@y eR?: 0<y<4, iy <z < V16— 47

Entonces, el volumen de sélido de revolucion es:
4 2 2 4 y2 yg A
V:?T/ [<m> —( 4—y)]dy:7r/ (12+y—y2)dy:7r[12y+_3] _
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b) En z > 1 la funcién es positiva, siendo su grafica:
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El area de la region comprendida entre el eje de abscisas y la grafica de la funcién es:

oo R
A= / (x —1)e *dr = lim (x —1)e Tdx
1 R—o0 Jy

ya que la integral es impropia con intervalo de integracién no acotado. Se calcula por partes la

integral indefinida:

/(m—ne—xdx:(“:“"l = du=dz )z—(w—l)e_x—l—/e_xdx:

dv=e""dr = v=—e"
=—(x—1)e*—e"4+c=—xe " +c
y entonces el area es:
R R
A= lim (z —1)e "dr = lim [—ze "] _, = lim [—Re_R - (—6_1)]
R—co Jq R—o0 r= R—o0
1 H 1 . —1 1
=e¢  — lim =e¢ " —lim —w=€e " —0=¢
RS0 el R—oo el
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2. Se considera la sucesion {fn},,, donde fn(z) = nj; (:): + x) , x # 0.

a) Estudia la convergencia puntual.
b) Estudia la convergencia uniforme en el intervalo [1,2].

Solucion:
a) La sucesién de funciones converge puntualmente a la funcién:

f(:x)ZT}i_{gofn(a:):<x+i> lim ntl_ 1

n—oo n x

b) Para estudiar la convergencia uniforme en [1, 2] se utiliza el criterio del supremo. Puesto que:

M, = sup |fn(z)— f(x)] = sup
z€[1,2] z€[1,2]

) ()|
n x z€[1,2]
1 < > 1
= sup — |z + —
ze[1,2] 1 z n

la convergencia es uniforme en el intervalo [1,2].
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3. Obtén el campo de convergencia de las series de potencias:
o oo
(z —1)" (z — 1)
a —_— b —_
) ; n? ) ; ™n

Solucién:
a) El radio de convergencia de la serie es el nimero R que verifica:

T e B
7= Vel = lim {f g = Jim oy = = R=T

de donde se deduce que la serie es convergente si:

-1 <7 <+= —T<2—-1<7 <<= —6<2<8 <= xe€(-6,8)

() o

<2 1)—3 — 0 = lim M, =0
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es divergente si x € (—o0, —6) U (8, +00), y no se sabe cuando x = —6 y = 8. En estos casos:

AR S G N G
= -6 = Z = Z T = Z 5 que es convergente

n 2
n n=1 n=1 n
o0 (o] (o)
(@ —1)" 7 1
r=8 — ZW:ZW:ZE que es Convergente
n=1 n=1 n=1

Por tanto, el campo de convergencia de la serie es el intervalo cerrado [—6, 8].
b b
b) Puesto que esta serie es la serie derivada de la anterior, su radio e intervalo abierto de conver-
)
gencia son los mismos y s6lo hay que estudiar los extremos de dicho intervalo:

o o [o.¢]
-1 n—1 -7 n—1 -1 —1)"
r=—06 —— Z (x7n7)l = Z (72’” = 7 (n) que es Convergente
n=1 n=1 n=1
> (x— 1)1 >
r=8 = HZ:I iy = nZ:l = - Z:l - que es divergente

Por tanto, el campo de convergencia de la serie es el intervalo semiabierto [—6, 8).

4. Se considera la funcion:

f(z.y) z? cos T +2e*7Y [ six#0
x,y) =
Y 2eY ,six=0

a) Calcula sus derivadas parciales en el punto (0,0).
b) Halla la derivada direccional en el punto (1,1) con la direccion del vector ¥ = (—1,2).

Solucion:
a) Usando la definicién, las derivadas parciales en el origen son:
9 0) — £(0,0 2cos T+ 2e%) — 2 -1
—f(0,0) = lim f(,0) = £(0,0) = lim (2% cos 5 +2¢7) = lim (iBCOS —1—2€ ) =
ox z—0 x—0 z—0 T 2—0 T
0\ # et
=(0-acotado+2- ) =0+21lim — =2
0 z—0 1
0 0 — f(0,0 2e Y —2 0 —2e7Y
97 0,0) = tim 09 = SO0y 27 =2 (0N, =270
y y—0 y—0 y—0 Y 0 y—0 1

b) Las derivadas parciales en los puntos (z,y) con z # 0 y, en particular, en el punto (1,1) son:

= —92eTY = vf(171):(07_2)
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5. Se considera la funcion:
y
f(a,y) = aya® —z — b+/ In(2 + ) dt
0

Determina los valores de a y b para que z —5 = —(x — 1) + 2y sea el plano tangente a la superficie
z = f(z,y) en el punto (1,0).

Solucién: Si z —5 = —(x — 1) + 2y es el plano tangente a la superficie z = f(z,y) en el punto
(1,0), entonces se ha de cumplir que:
of of
1,0)=5 %0y = -1 9,0y =2
71,0 10 o .0)

Imponiendo estas condiciones, se obtienen los valores de a y b:

of a=2—1In2
%(1,0) = QCILUy — 1|(170) = —1=-1 _— s
%(1,0) = CL[E2 —|—1n(2 +y2)‘(1’0) — a+]n2 =92

6. Calcula los extremos absolutos de la funcion f(x,y) = (x — 1)2 + 4% — y(x — 1) en el conjunto
A={(z,y) eR? : (z — 1) +y* < 2}.

Solucién: Puesto que la funcién es continua y el conjunto A es compacto, alcanza minimo y
maximo absolutos. Estos valores los debe alcanzar en puntos criticos del interior o de la frontera.
Los puntos criticos del interior son:

— (z,y)=(1,0) € A
%ch(xay):23/—(513—1):—$+2y+1=0 x—2y=1 (z,y) = (1,0)

Para hallar los puntos criticos en la frontera se usan los multiplicadores de Lagrange considerando
la funcién:
F(z,y) = (z—=1)°+y° —yle = 1) + A [(z = 1)° + y* - 2]

Los puntos criticos son las soluciones del sistema:
oF

ox _ Y 1 z=1 _ 2 _ .2
i {2‘_2(11) I=75%-1 {(55_1) =
T

O (wy) =2y — (z—1)+2yA =0

(z—124+y*—-2=0
(x—1)2—y%>=0 (r—1)2=1 r—1==1 r=0,2

- 2 9 - 9 - _ - _
(x—1)*"+y*=2 y =1 y==+1 y==+1

con lo que se obtienen los puntos (0,£1) y (2,£1). Para hallar los extremos absolutos se evalia la
funcién en los cinco puntos criticos:

fA,00=0 fOH=3 fO-)=1 [f21)=1 [f(2,-1)=3
de donde se deduce que:
e El minimo absoluto es m = 0 y lo alcanza en el punto (1,0).

e El méximo absoluto es M = 3 y lo alcanza en los puntos (0,1) y (2, —1).



