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SOLUCIONES

1.(1 punto) Si z = —1+1i es un cero simple del polinomio P(z) = 25 + 225 4224 — 23 — 222 — 22,
determina todos sus ceros en forma bindmica.

Solucién: Puesto que los coeficientes del polinomio son reales, si z = —1 + ¢ es un cero simple
también lo es su conjugado z = —1 — ¢ y el polinomio serd divisible por:

(z—(-14+))(z=(-1=i)=(z4+1) =) (z+1)+i)=(z+1)2 =i =22+ 22 +2

Efectuando dicha division:

P(z) 2042204224 — 23— 22222

4 3
= e — e —1
2242242 2242242 Z-z=a(e )

y entonces:

2242:42=0«= z=—-1+1
Pz)= (2422 42)2(z*-1)=0 <= {z2=0
Bo1=0<— 2=+V1

Puesto que las raices ciibicas de la unidad son:

eV =1 ,sik=0
p= V1= Vel = ™57 = { i Z—%+§i ,sik=1
ei%ﬂ:—%—gi , 81 k=2
los ceros del polinomio, todos ellos simples, son: z = -1+, 2=0,2=1y 2= —% + V3,
: O : :
2. (1 punto) Sean f y g dos funciones tales que lim ﬁ = 1. Justifica razonadamente si son
z—oo g(T
siempre correctos los siguientes limites:
: - 2f(x)g(x)
(a) xhj{}o (f(z) —g(z)) =0 (b) xhj{}o W =1
Solucién:
a) No siempre es correcto. Por ejemplo, si f(z) =z + 1y g(x) = x entonces:
1
lim@:lim T =1 y lim (f(z) —g(z)) = lim 1=1+#0
T—00 g(x) r—oo I T—00 r—00

b) Siempre es correcto. Si se divide numerador y denominador por el producto de las dos funciones:

. 2f(x)g(x) . 2 2
oo f(z)2 + g(x)2 | oo Sy gl T T
g(z T

~



3. (1,5 puntos) Halla el dominio y estudia la continuidad (clasificando sus puntos de discon-
tinuidad) de la funcion:
sinx

fla) = 222

r—2 _
N Il PSS VAC S o |
T

Solucién: La funcién es continua en su dominio D = R\ {—1, 0, 2}. El limite en los puntos de
discontinuidad es:

lim f(z)= sin(~1) " lim e~ VP+ = (sin1) - lim e VP = (sin1)-0=0
rz——1 r——1 rx——1
\—2| . .. sinz -1 . sinx =z 1/e ,siz— 0"
lim f(z) = -e - lim = — lim — | =
bosrty ) 20 |z e -0\ = |z —1/e ,six— 0"
in 2 -2 —sin2,-1/3 ,sixz — 27
lim f(z) = S ‘671/3-limM= - 22 . -
T—2 2 r—2 T — 2 %6_1/3 ,six— 2T
de donde se deduce que presenta una discontinuidad evitable en x = —1 y discontinuidades de salto

enz=0yenx=2.

. L, $2_+11 st <0
4. (2 puntos) Se considera la funcion: f(xz) =14 5.~ .
Gz oSt > 0

a) Determina sus asintotas.
b) Estudia su derivabilidad y calcula la derivada.
c) Calcula sus extremos absolutos en el intervalo [%1, 3].

Solucidn:
a) Las funciones que aparecen en la definicién a trozos de f son continuas donde intervienen,
y =2 +1 enz<Oey= (29:1)12 en x > 0, y en el punto de cambio:
2
lim, - f(z) = lim, o Tt = —1
: w0 f(2) e 0~ —11 = lim f(z) = —1= f(0) = f es continua en x =0
1nna:~>0"’ f(fL‘) = hmxﬂO"’ (z+1)2 =-1 v=0

Por tanto, la funcién f es continua en R y no puede tener asintotas verticales. Para buscar asintotas
horizontales se hallan los limites en el infinito:

lim, o f(2) = lim, fﬁl = lim;, % = —00 = no hay asintota horizontal en —oo
limy 4o f(2) = limy— 400 (iH)Q limg 400 22 = 0 — asintota horizontal y = 0 en +00

Puesto que en —oo el grado del numerador supera en una unidad al del denominador, la funcién
tiene asintota oblicua que se puede hallar efectuando la divisién:

2
1 2
Tt ::c+1—|—71:>asfntotaoblicuay:m+1en—oo

y:x—l T —

b) Las funciones que aparecen en la definicién son derivables donde intervienen. Por tanto:

x(x—1)—(x2 . 22 92p— .
f'(x) B Ze(@—1)—(z"+1) (;L;lgz +1) ,six <0 _ ?131)21 ,six <0
2Aetl) zﬁﬁ;}p(mﬂ) ,six >0 (;%ff)? ,six >0

Puesto que f es continua y las dos funciones que intervienen son derivables en el punto de cambio
x = 0, las derivadas laterales son:

1= (240, (589 =
7= . = (), =

— f no es derivable en = 0 (punto anguloso)




¢) Los puntos criticos de la funcién f son:

z2—2z—1
=0 ,conz<0 2_92x—1=0 <0
F(z) =0 {_(;;Llf {a: x , con T

(x+1)3:0 ,conz >0 —2x+4=0 ,conzx >0
{le—\/i:—o,zu

—
T =2

Ambos puntos pertenecen al intervalo [_71,3], donde hay que hallar los extremos absolutos. El
crecimiento en dicho intervalo y los extremos relativos se obtienen a partir del signo de la derivada:

>O,si_71§x<1—ﬂ
<0,sil—\/§<x<0 :{méximorelativoen:v—l—ﬂ
>0,si0<x<?2
<0,si2<x<3

f'(x)

maximo relativo en z = 2

siendo:

(1-v2)*+1
1-V2)= 2T =201 V2) ~ 0,82 9) = -
F0-Va) = e =20V £2)
Para hallar los extremos absolutos es necesario hallar el valor de la funcién en los extremos del
intervalo y en el punto donde no es derivable:

-1 -5 5

— | =—>~-0,83 0)=-1 3) =—=0,3125
H(F)-F=—o 0 £3)= 4 =0,

Comparando estos valores con los que toma en los maximos relativos, en el intervalo [_71,3] la
funcién toma el maximo absoluto en x = 2 con valor f(2) = % y el minimo absoluto en = = 0 con
valor f(0) = —1. La representacién grafica de la funcién en este intervalo es:

5. (1,5 puntos) Se considera la funcion: f(x) = v/z+1

a) Obtén su polinomio de Taylor de grado 3 en a = 0.

b) Utilizando el polinomio anterior, calcula un valor aprozimado de /2 y halla una cota del error
cometido.

Solucién:
a) Para hallar el polinomio de Taylor de grado 3 se calcula el valor de la funcién y los valores de
sus tres primeras derivadas en el origen:

f@)=Ve+l=(+1""; fO)=1 fra)= ) )=
Fla) =@+ f0) =3 @) = o+ ) 0) = o



y entonces, el polinomio de Taylor es:

_ 1 -2/9 , 10/27 1 1, 5
P(z) =Py 0($):1+§x+ 5 z? 3l x?’:l—l—gx—g:vz—i—gx?’
b) Puesto que /2 = f(1), un valor aproximado de esta raiz es:
1 1 5) 104
V2=f(1)=~P(1) =145 -+ =—-~1284

3 9 81 81

Para hallar una cota del error cometido, se calcula el término complementario:

o) = S+ ) — 7o) =

_8—?](044—1)*11/3# B —10z*
4! ©243(a 4 1)11/3”7

con o entre 0 y x

El error cometido es:
—-10 10 10
T(1)

- -0 1 — 7)<~ = =~ 0,041
243(0[4_1)11/3,conO<oz< = error |()|_243(O+1)11/3 513 0,0

6. (2 puntos)

1+34+3+...+1
a) Siendo a > 0, calcula el siguiente limite:  lim 23 &
n—00 Inn®

ant1 = V/Tan — 6
al = 0

los extremos (supremo, mdzimo, infimo y minimo) del conjunto A = {a, : n € N} formado por
todos los términos de la sucesion.

b) Calcula, si existe, el limite de la siguiente sucesion recurrente , y determina

Solucidn:
a) Llamando:

1 1 1
apn=1+=-+=-4+...+— y b,=Inn*=alnn
2 3 n

y usando el criterio de Stolz (S) e infinitésimos equivalentes (I):

1+Li+di4 41 — Gy 1
lim 23 "zlima—nélimwzlim i =
n—00 In no n—oo b,  n—oo by, —b,_1 n—ocalnn—aln(n—1)
1 .. 1 11 . 1 1 .. n-1 1
=—lim ———=— lim ——— = — lim = =
an—»oonlnﬁ an—>oon<n1_) an—oco n o
T

b) Usando la férmula recurrente que define la sucesién:

ay g —ay = (Tan — 6) — (Tan—1 — 6) = 7(an — an_1) = 8igno (an41 — an) = signo (an — an—1)

de donde se deduce que la sucesién es mondtona y, puesto que:

ays=Y7-0—6= /6

la sucesién es mondétona decreciente y, ademads, todos sus términos son negativos (excepto el primero
que es cero). Por el método de induccién se puede probar que la sucesion estd acotada inferiormente
por —3:

=0
{al :>a2—a1:\3/—6<0

e a1 =0>-3
® a,>-3 = a,+3>0= a), 1 +27="Ta, —6+27="7(a,+3) >0 =
= a) 4 > 27 = ap41 > -3



Por tanto, la sucesién es monétona decreciente y acotada (—3 < a, < 0). En consecuencia tiene
limite | € [—3,0] que se puede hallar tomando limites en la férmula de recurrencia:

np1 = VTan —6 = 1=VT—-6 =P -T+6=0= 1=-3,1,2

La tnica solucién posible para el limite de esta sucesion es | = —3. Los extremos del conjunto A,
formado por todos los términos de la sucesién, son:

supremo = méximo = 0 infimo = —3 minimo: no existe

t+1 242
R

7. (1 punto) Dada la curva {:L“ = }, halla la ecuacion de su recta tangente en

los puntos de corte con los ejes.

Solucién: Se hallan los puntos de corte con los ejes:

t+1 t2+2
x Pl 0 <— e Y " #0, Vte
El tinico punto de corte se obtiene para t = —1 y es: (0, —3). La pendiente en este punto es:
_2H1-20(t41)  1-2¢—¢2 — 1
T ="~ e e = vE) -1
(1) = ) _ o y(-1)= -1 #(-1) T 172

y la recta tangente:
y—(—3)=—-2(x—-0) = 2z+y+3=0



