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SOLUCIONES

Problema 1.

Calcula el siguiente ĺımite: lim
n→∞

n

√

(3n + 1)(3n + 2) . . . (3n + n)

nn

Solución: Puesto que:

lim
n→∞

n

√

(3n + 1)(3n + 2) . . . (3n + n)

nn
= lim

n→∞
n
√

an con an =
(3n + 1)(3n + 2) . . . (3n + n)

nn

y

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

(3(n+1)+1)(3(n+1)+2)...(3(n+1)+(n+1))
(n+1)n+1

(3n+1)(3n+2)...(3n+n)
nn

=

= lim
n→∞

(3n + 4)(3n + 5) . . . (3n + n + 4)

(3n + 1)(3n + 2) . . . (3n + n)
· nn

(n + 1)n+1
=

= lim
n→∞

(3n + n + 1)(3n + n + 2)(3n + n + 3)(3n + n + 4)

(3n + 1)(3n + 2)(3n + 3)(n + 1)
·
(

n

n + 1

)n

=

= lim
n→∞

(4n + 1)(4n + 2)(4n + 3)(4n + 4)

(3n + 1)(3n + 2)(3n + 3)(n + 1)
·
[(

1 +
1

n

)n]−1

=
44

33e
=

256

27e

el ĺımite es:

lim
n→∞

n

√

(3n + 1)(3n + 2) . . . (3n + n)

nn
=

256

27e

Problema 2.

Halla el campo de convergencia de la siguiente serie de potencias:

∞
∑

n=1

(n + 2)x2n

n32n+1

Solución: Para cada x ∈ R fijo se obtiene una serie numérica a la que se le aplica el criterio de la
ráız. Puesto que:

lim
n→∞

n

√

∣

∣

∣

∣

(n + 2)x2n

n32n+1

∣

∣

∣

∣

= lim
n→∞

n

√

(n + 2) |x|2n

n32n+1
= lim

n→∞

n
√

n + 2

( n
√

n)
3 n
√

2
· |x|

2

2
=

|x|2
2

entonces:

• La serie converge si |x|2
2 < 1, es decir, si |x| <

√
2.

• La serie diverge si |x|2
2 > 1, es decir, si |x| >

√
2.
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• Si |x|2
2 = 1, es decir, si x = ±

√
2, la serie obtenida es:

∞
∑

n=1

(n + 2)(±
√

2)2n

n32n+1
=

∞
∑

n=1

(n + 2)2n

n32n+1
=

∞
∑

n=1

n + 2

2n3
∼

∞
∑

n=1

1

n2
< ∞

Por tanto, el campo de convergencia de la serie de potencias es el intervalo
[

−
√

2,
√

2
]

.

Problema 3.
Dibuja la curva cuya expresión en coordenadas polares es ρ = sen 3θ. Indica el sentido de recorrido.

Solución: Puesto que la función seno es periódica de periodo 2π y:

0 ≤ 3θ ≤ 2π =⇒ 0 ≤ θ ≤ 2π

3

esta curva es periódica de periodo 2π
3 , existiendo sólo en el intervalo

[

0, π
3

]

, ya que:

{

0 ≤ θ ≤ π
3 =⇒ 0 ≤ 3θ ≤ π =⇒ sen 3θ ≥ 0

π
3 ≤ θ ≤ 2π

3 =⇒ π ≤ 3θ ≤ 2π =⇒ sen 3θ ≤ 0

θ 0 −→ π
6 −→ π

3

sen 3θ 0 ↗ 1 ↘ 0

Su representación gráfica es:

Problema 4.
Halla el dominio de la función:

f(x, y) = e
(y−2)3

x2+y2+4−4y

y extiéndela por continuidad a los puntos de la frontera del dominio. Estudia su diferenciabilidad

en (0, 2).

Solución: El dominio de la función es:

D =
{

(x, y) : x2 + y2 + 4 − 4y 6= 0
}

=
{

(x, y) : x2 + (y − 2)2 6= 0
}

= R
2 \ {(0, 2)}

La frontera del dominio es el punto (0, 2) donde, usando coordenadas polares centradas en dicho
punto, el ĺımite de la función es:

lim
(x,y)→(0,2)

f(x, y) = lim
(x,y)→(0,2)

e
(y−2)3

x2+(y−2)2 =

(

x = ρ cos θ

y = 2 + ρ sen θ

)

= lim
ρ→0

e
ρ3 cos3 θ

ρ2 = lim
ρ→0

eρ cos3 θ = 1
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Por tanto, para que la función sea continua, su valor en la frontera debe ser f(0, 2) = 1.
Para estudiar la diferenciabilidad de la función en el punto (0, 2) se hallan las derivadas parciales
en dicho punto:

∂f

∂x
(0, 2) = lim

x→0

f(x, 2) − f(0, 2)

x − 0
= lim

x→0

1 − 1

x
= 0

∂f

∂y
(0, 2) = lim

y→2

f(0, y) − f(0, 2)

y − 2
= lim

y→2

ey−2 − 1

y − 2
=

(

0

0

)

H
= lim

y→2

ey−2

1
= 1

y entonces:

lim
(x,y)→(0,2)

f(x, y) − f(0, 2) − ∂f
∂x (0, 2)(x − 0) − ∂f

∂y (0, 2)(y − 2)

[(x − 0)2 + (y − 2)2]1/2
=

= lim
(x,y)→(0,2)

f(x, y) − 1 − (y − 2)

[x2 + (y − 2)2]1/2
= lim

(x,y)→(0,2)

e
(y−2)3

x2+(y−2)2 − 1 − (y − 2)

[x2 + (y − 2)2]1/2

Pasando a coordenadas polares generalizadas (x = ρ cos θ, y = 2 + ρ sen θ), este ĺımite es:

lim
ρ→0

eρ sen3 θ − 1 − ρ sen θ

ρ
=

(

0

0

)

H
= lim

ρ→0

eρ sen3 θ sen3 θ − sen θ

1
= sen3 θ − sen θ

Puesto que este ĺımite depende de θ, el ĺımite doble en (0, 2) no existe y la función f no es
diferenciable en (0, 2).

Problema 5.
Halla la distancia mı́nima de la elipse x2 + 2y2 = 6 a la recta x + y = 5.

Solución: Dibujando la elipse, cuyos semiejes son a =
√

6 y b =
√

3, se observa que la elipse
está en el semiplano x + y < 5. Por tanto, la distancia de un punto P (x, y) de la elipse a la recta
x + y = 5 es:

d(x, y) =
|x + y − 5|√

12 + 12
=

5 − x − y√
2

Para hallar los extremos relativos de la función d(x, y) condicionados a que el punto P (x, y)
pertenezca a la elipse, es decir, que verifique x2 + 2y2 = 6, se define la función auxiliar:

F (x, y) =
5 − x − y√

2
+ λ

(

x2 + 2y2 − 6
)

Las condiciones necesarias para los extremos condicionados son:














∂F
∂x = −1√

2
+ 2λx = 0

∂F
∂y = −1√

2
+ 4λy = 0

x2 + 2y2 − 6 = 0

=⇒
{

2λx = 4λy = 1√
2

x2 + 2y2 = 6
=⇒











λ 6= 0

x = 2y

x2 + 2y2 = 6

=⇒
{

x = 2y

y2 = 1

con lo que se obtienen los puntos P1(2, 1) y P2(−2,−1). Se halla la distancia de estos dos puntos
a la recta:

d(2, 1) =
5 − 2 − 1√

2
=

2√
2

=
√

2 d(−2,−1) =
5 + 2 + 1√

2
=

8√
2

= 4
√

2

Por tanto, la distancia mı́nima entre la elipse y la recta es d =
√

2.
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