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SOLUCIONES

Problema 1.
a) Halla el dominio y estudia la continuidad (clasificando sus puntos de discontinuidad) de la
funcion:

(x—1)In|z —1] 9

f(z) = NG cos

b) Determina sus asintotas.

Solucién:
a) Un punto = € R pertenece al dominio de f siempre que |[x — 1| #0, z+1# 0y z > 0, es decir,
siempre que x > 0 y « # 1, de donde se deduce que el dominio es:

D =(0,1) U (1, +c0)

La funcién es continua en su dominio, siendo z = 1 su uinico punto de discontinuidad. Puesto que:
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la discontinuidad en z = 1 es evitable.
b) Al ser evitable la discontinuidad en x = 1, no presenta asintota vertical en dicho punto y sélo
hay que estudiar los extremos del dominio. En z = 0:
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y, por tanto, no hay asintota vertical por la derecha en x = 0. En el infinito:
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y, por tanto, y = 0 es asintota horizontal en +oo.



Problema 2.

a) Dibuja la elipse de ecuacion: 4z? + y? = 4.

b) Halla la ecuacion de la recta tangente a la elipse en el punto del primer cuadrante de abscisa
T =q.

c) La tangente anterior determina con los ejes (en el primer cuadrante) un segmento cuya longitud
depende de a.. ;Cudl es su valor?

d) Halla el punto de la elipse cuya tangente determina un segmento de longitud minima. ;Cudl es
la longitud minima?

Solucion:

a) Se obtiene la ecuacién normal de la elipse:

! B
2 2
4 2 2 _ 4 — i yf =1
7 +y 1 + 1 ‘ P
que corresponde a la elipse centrada en el origen, con i
semiejes a = 1 y b = 2, que se observa en la figura: 1
l A
T
b) El punto P del primer cuadrante de abscisa = « es: o afl
r=a = y==+vV4—4a? =+2V1-a? = P(a, 2\/1—&2)

y la pendiente de la elipse en P es:

—4x —4a —2a

4 42 =4 = Sz 42y =0 = y = — = ¢/(P) = =
y vy V== VP = - iw

La ecuacion de la recta tangente a la elipse en P es:

—2«
y—2\/1—a2:ﬁ(m—a)

c) La anterior recta tangente determina en el primer cuadrante un segmento cuyos extremos son
los puntos A y B de corte con los ejes:
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La longitud de este segmento es:

o[+ () - Vo (e

d) La longitud minima de este segmento corresponde al minimo absoluto de la funcién longitud
l(ar), a € (0,1). Se hallan sus puntos criticos en el intervalo de definicién:
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6 —1 (sin soluciones reales)



Puesto que el punto critico es tnico y la longitud tiende a infinito en los extremos del intervalo
de definicién, dicho punto critico corresponde a un minimo relativo que también es absoluto. Por
tanto, el punto de la elipse cuya tangente determina un segmento de longitud minima es:
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v la longitud minima es:
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Problema 3.

a) Sea f : (a,4+00) — R una funcion continua y derivable. Demuestra que

lim [f(x+1)— f(2)] = lim f'()

T——400 T——+00

b) Usando lo anterior, halla el siguiente limite:

lim [(z+ 1)arctan V& + 1 — zarctan /x|

Tr— 400

Solucidn:
a) Si x > a la funcién f es continua y derivable en el intervalo [z, z + 1] y, aplicando el teorema de
valor medio en dicho intervalo, existe a € (x,x + 1) tal que:

fla+1) = fx) = f'(a) ((z+1) - 2) = f'()

Si  — 400 entonces o — +00 y, renombrando la variable a la que se halla el limite, se obtiene el
resultado:

lim [f(z+1) = f(x)]= lm f'(a)= lim f'(z)

r——+00 a——+00 Tr—+00

b) La funcién f(z) = xarctan+/z es continua y derivable en (0, +00) con derivada:

= arctan v/ + 5 VT

(1+x)

f'(z) = arctan r + z - - (\/;;)2

Aplicando la férmula obtenida en a):

lim [(z+1)arctan vz + 1 — zarctany/z] = lim [f(z+1) — f(z)] = lim f'(z) =

T——+00 T——+00 T—+00
o VT o o
_mEIJPOO(aI'CtaH\/E-FM —54-0—5



Problema 4.

_ sin® x

~ 1+4cos?z

a) Haz un esbozo de su grdfica calculando los extremos relativos.
b) Halla una primitiva de f.

c) Calcula el drea del recinto limitado por la grdfica de f y el eje de abscisas entre x =0 y x = 27.

Se considera la funcién:  f(z)

Solucién:
a) La funcién f es periédica de periodo 27, por lo que s6lo hay que representarla en el intervalo
[0,27] y extenderla peridédicamente. Es siempre continua siendo positiva en (0,7), negativa en
(m,27) y nula en = 0, 7, 27, que son los puntos de corte de su gréfica con el eje de abscisas. Los
puntos criticos son:

_ 3sin?zcosw - (1+cos?x) —sin®a - 2cosw(—sina)  sin®zcosz (34 3cos® z + 2sin’ x)

f'w) = (1+ cos? )2 - (1 + cos? x)? B

(14 cos?z)? cosr =0 <= x=2

sinzxcosx(5—|—cos2:n) sintr =0 <= =0, 7, 27
20 2

En los puntos criticos donde se anula el seno la derivada no cambia de signo, mientras que donde
se anula el coseno si cambia de signo. Teniendo en cuenta esto, se halla el signo de la derivada:

)
{f' <oen (3.%)

de donde se deduce que alcanza un méaximo relativo en = 7 con f(%) = 1, y un minimo relativo

en r = 37” con f (37”) = —1. La representaciéon grafica de esta funcién se puede ver en la figura:

f es decreciente en (ﬂ 3—”)

f'>0en (0,2)U (3, 2n) . {f es creciente en (0,%) U (3£, 2r)
202
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b) Puesto que la funcién es impar respecto del seno, haciendo el cambio de variable ¢ = cosx se
hallan todas sus primitivas:

/Singivdx_ t=cosx _/(1—t2)(—dt)_/t2—ldt_
l14+cos2z ~  \ dt=—sinzdr | 142 A

2
:/ 1——=——) dt =t—2arctant + ¢ = cosz — 2 arctan(cos x) + ¢
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c) Puesto que f es positiva en (0,7) y negativa en (m,27), y teniendo en cuenta la primitiva
calculada en el apartado anterior, el area limitada por la grafica de f y el eje de abscisas entre
z=0y 2z =27 es:

Areau:/Tr 7811&3%2 da:+/27r _7sin3x2 dx:/Tr 7sin3x da:/%r 7sin3x dx
o 1+cos?z ” 1+ cos?z o l+4cos?z » l4cos?z

= [cos z — 2arctan(cos 2)]“=) — [cos z — 2arctan(cos 2)]"=2" = [(—1 - 2?) — (1 — 21)] —

- [(1—21)—(—1—2?)] —(r—2)—(2—7) =2(r—2)



