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SOLUCIONES

Problema 1.
a) Halla todos los niimeros complejos z que verifican: z* — 8|z| = 0.
b) Halla el dominio y las asintotas de la funcion:

_ VzZ+2z+1n (w+x3)

/(@) z+1

Solucién:
a) Si z = re? entonces |z| = r y, sustituyendo en la ecuacién, se obtiene:

r=20

P =8«=r=2

22— 81z :r4ei40787“:7‘(7’36i49—8) =0 <= ©
T3ei49 =8
40 = 2km = 0 =T

Por tanto, los niimeros complejos que verifican la ecuacién son:
. - _ , . .
z=0 z=2¢0=2 z=2e2 =24 z=2e" = -2 z=2e"2 = -2

b) El dominio de la funcién es:

2?2 +2r =z(z+2) >0 <=z (—00,—2] U0, +0c0)
s+adi=z(1+2%)>0<=2>0<z¢€(0,400) = D=(0,+0)
r+1#0<=z# -1

Para hallar las asintotas se calculas los limites de la funcién en los extremos del dominio:

Va2 + 2+ (z+2%) 0+ (-0)

lim f(z) = lim = —0
z—07t x—0t rz+1 1
, V22 +2z+In(z+2?) . Vat 42 . In(z+2?)
lim f(z)= lim = lim —4—/ """ 4 lim —— 7/
T—+00 z—+00 r+1 z—+oo x4+ 1 N |
2 1 + 3 14322
= e Y2 M:H(m)gH h EET _
T—+4oo T z—+4oo x+1 00 z—+oo 1
1+ 322
=1+ lim i:l_H):l

z—+oo T + 3

Por tanto, x = 0 es asintota vertical por la derecha, e y = 1 es asintota horizontal en 4oc0.



Problema 2.
Estudia la continuidad y derivacion en el origen de la funcion:

T

flx)y=<0 ,sixz =0

$2COS% ,six >0

Solucion: Para estudiar la continuidad se hallan los limites laterales:

. . T —senx 0\ g .. 1 —cosx 0\ g .. sen x
Jim fle) = lim =5 (o) S (o) S

1
li = lim z®cos— = (0 - acotada) = 0
Jim, f(zx) Jim, 2% cos (0 - acotada)

y puesto que existen y coinciden:

lim f(z) =0= f(0) = f es continua en x =0

r—0

Para estudiar la derivacion se hallan las derivadas laterales:

F(07) = tim LSO J@) oy wmsenx (0N gy 1 cose
x—0— x—0 r—0~ X r—0— {ES 0 x—0— 3(E2
0\ v .. senzx 1 . senzx 1 1
=(=-)]= lim = — lim =—-.1==
0 z—0~ 6x 6z-0- T 6 6
— f(0 1
f(0%) = lim @) = J(0) = lim J@) = lim zcos — = (0 - acotada) =0
z—0+ x—0 z—0t I 2—0+ x

y, puesto que las derivadas laterales no coinciden, f no es derivable en = = 0.

Problema 3.
Halla el polinomio de Taylor de grado 3 de la funcion f(x) =+/2z+ 1 enx =0, y dsalo para hallar
un valor aproximado de /1,02 estimando el error cometido.

Solucidn: Se halla hasta la derivada tercera de la funcién en el origen:

f@)=vV2r+1=2s4+1D"? = f0)=1 f(z) = -2z +1)7%? = f"(0) = -1
flla)=(2e+1)"? = f(0)=1 f(z) =322 +1)7% = f"(0)=3

El polinomio de Taylor de grado 3 en x = 0 es:

_ (0 (0 1, 3 1 1
Py=0z) = f(0)+f'(0)(a;—0)+fz(')(x—0)2+f3(‘)(a:—0)3 = 1+a:—§a:2+6:c3 = 1+x—§x2+§x3
Un valor aproximado de /1,02 es:

_ 0,012 0,013
/1,02 = £(0,01) ~ P§=%(0,01) = 1 + 0,01 — ’2 + —— =1,0099505

Para calcular el error, se halla el término complementario correspondiente al polinomio de Taylor
de grado 3:

F(x) = 1520 4+ 1)77/2

—~15(2a +1)77/2 —5at e 0
= xr = con & entre X
24 8(20 + 1)7/2 Y

150 = L\ @ oy



Acotando este término complementario en valor absoluto, en x = 0,01, se obtiene una cota del
error cometido en la anterior aproximacion:

5-0,01% 5-0,01%

Error = |757°(0,01)| = 8oL " 0 <@ <0,0l = Error < —2— =0,625- 107®

Problema 4.
a) Enuncia el teorema fundamental de Cdlculo, y tsalo para hallar la derivada de la funcion F :
[0,2] — R definida por:

1—z
F(x) = / te~tdt
0

b) Halla los extremos relativos y absolutos de la funcion F definida en a).

Solucién:
a) Para el enunciado del teorema fundamental del cédlculo, consultar teoria. Usando este teorema,
la derivada de la funcién F es:

l1-z
F(z) = / te tdt = F'(z) = (1 —2)e” (1 —z) = (x — 1)
0
b) La funcién F' alcanza extremos absolutos por ser continua y estar definida en el intervalo

compacto [0,2]. Los extremos relativos de F' y el signo de su derivada, en su campo de definicién,
son:

<0,si0<z <1 F' es decreciente en [0, 1)
Flz)=(zx—1e* 1 {=0,siz=1 = ¢ F tiene un minimo relativo en z = 1
>0,sil<z<2 F' es creciente en (1, 2]

Puesto que el minimo relativo es el tinico extremo en su intervalo de definiciéon, la funcién alcanza
también en x = 1 el minimo absoluto, cuyo valor es:

0
F(1) :/ te tdt =0
0

No tiene méximos relativos y el absoluto lo alcanza en uno de sus extremos:

' 1
_ t, (u=t=du=dt = o
F(O)—/O te dt_(du:e_tdt:v:—e—t)_[ te ]t:0+/0 e tdt =

= 2
:—6_1—1—0—[e_t]izé:—e_l—e_l—&—l:l—g
—1 -1
B t, [ u=t=>du=dt =1 —_—
F(2)_/0 te dt_(dv:etdt:»v:—et = [—te7'] "+ e dt =
:el+0—[e_t]zo_lze—(e—l):l

Por tanto, el maximo absoluto lo alcanza en x = 2 y su valor es F'(2) = 1.



Problema 5.
Haz un esbozo de la grdfica de la funcion

_Inz
y - 1172
y halla el drea del recinto del primer cuadrante comprendido entre dicha grdfica y el eje de abscisas.
Solucién: El dominio de la funcién y = 1;—2”5 es D = (0,400) siendo negativa cuando 0 < = < 1,
cero en x = 1, y positiva cuando x > 1. El limite de la funcién en los extremos del dominio es:

Iim —— = - lim = = lim — = =0

2 2 1 2
z—0t T r—+00 T T—+o00 2% x—+oo 21

Inzx Inz <oo> H 1/x . 1
00

de donde se deduce que x = 0 es asintota vertical por la derecha, e y = 0 es asintota horizontal en
+00. Su crecimiento y extremos relativos se obtiene a partir de la derivada:

>0,810<x< /e F es creciente en (0, /e)
, 1—2nz _ . i .
y=—3 < 0,siz=+/e — ¢ F tiene un maximo relativo en z = /e
<0,slye<xz<+oo F es decreciente en (y/e, +00)

Un esbozo de su gréfica se puede ver en la siguiente figura:

Y

El recinto del primer cuadrante comprendido entre la grafica y el eje de abscisas es un recinto no
acotado. Su area viene dada por la siguiente integral impropia:

1 x? R—too J1 22

Para hallar esta integral se calcula en primer lugar la integral indefinida:

/lnmdx_ < u=mnz=du="2% ) —Inz de  —Inz 1 —(1+Inx)

1 = = =

22 dv:%:>1127 T 2 z x x

y entonces el area es:

R _ =R _
A= lim e [<1+lnw>] — lim <<1+lnR>+1>:

R—+c0 J1 [E2 R—+o00 x =1 R—+o00 R
1+InR 1/R
—1— lim l:l—(ﬁ)ﬁl— TV N S
R—+00 R o0 R—+oo 1



