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PRIMER PARCIAL DE FEBRERO (27/01/2004)
SOLUCIONES

Problema 1.

a) Resuelve la ecuacion 23 = 8i y escribe sus soluciones en forma bindémica.

b) Representa grdficamente las soluciones de la ecuacion anterior, y estudia cudles pertenecen al
conjunto {z € C : |z +1i| > 1}.

Solucion:
a) Se despeja z en la ecuacién:

+2k7‘r .
3 - 7 w+4kw
z=V& = \/ 8ei =2e'" 6

Las soluciones son:

k—0:>w0—266—2(cos6+zsm ) V3+i
k—1:>w1—266 2(COS +isin 2 ) —V3+i
k—2:>w2—266 — 2¢1% —Q(COb +zsm32”)—72i

b) El conjunto {z € C : |z 4 i| > 1} es el exterior del circulo |z + i| = 1 con centro en —i = (0, —1)
y radio 1. Las raices y el circulo aparecen representados en la siguiente figura:
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Como se observa en la figura, las unicas raices que pertenecen al conjunto {z € C : |z 4 i| > 1}, es
decir, que son exteriores al circulo, son wy y w1, pues we pertenece al circulo.

Problema 2.

Calcula el dominio y las asintotas de la funcion: f(zx) =

T (3).

Solucién: Un punto z € R pertenece al dominio de la funcién si:

22— 16 >0 <= || >4 <= x € (—00, —4] U [4,+00)
-]z #0 = |z| #4 < = # 4 < z € (4,8)

B_1>0+=82>0+= 28-2)>0+= z€(0,8)

x
Por tanto, el dominio es D = (4,8). Puesto que la funcién es continua en el dominio y éste es
acotado, las tnicas posibles asintotas son verticales en x = 4, por la derecha, y en x = 8, por la
izquierda. Se hallan los limites de la funcién es estos puntos:
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2-1 2-1 V22-16
lim f(z) = lim (M—ln<8—1>> = lim u: <0> I Yim 2‘”721*16:
x

r—4t r—4+ 0 r—4+ ﬁ

lim f(z)= lim <M —In (i - 1)) = (4\/5 - (—OO)> = 400

r—8~ r—8~

Por tanto, z = 4 es asintota vertical por la derecha y x = 8 es asintota vertical por la izquierda.

Problema 3.
Sea g : [0,2] — R wuna funcidn continua en [0,2], derivable con derivada positiva en (0,2), y
verificando que g(1) = 0.

a) Enuncia el teorema de Bolzano y utilizalo para probar que la ecuacion e —e " + g (g) =0

tiene solucion en el intervalo (0,2).
b) Enuncia el teorema de Rolle y utilizalo para probar que la solucion de la ecuacion anterior en
(0,2) es unica.

Solucidn:

Teorema de Bolzano: Si f : [a,b] — R es una funcién continua verificando que f(a)f(b) < 0,
entonces existe a € (a,b) tal que f(a) = 0.

Teorema de Rolle: Si f : [a,b] — R es una funcién continua en [a, b] y derivable en (a, b) verificando
que f(a) = f(b), entonces existe o € (a,b) tal que f/'(a) = 0.

a) Se considera la funcién

flx)=€e"—e"+g <g>

que es continua en [0, 2]. Puesto que la derivada de g es positiva en (0, 2), la funcién g es estricta-
mente creciente y, al ser g(1) = 0, se cumple que g(0) < 0y ¢g(2) > 0. Por tanto:

F(0)=¢” — e+ ¢(0) = g(0) <0
f@Q)=e2—e2+g(l)=e2—e2>0

Entonces, aplicando el teorema de Bolzano a la funcién f, existe o € (0,2) tal que:

= f(0)f(2) <0

f(oz):ea—efa-i-g(%)zo

y, por tanto, z = « € (0,2) es una raiz de la ecuacién.
b) Puesto que la funcién g es derivable en (0, 2), la funcién f también lo es, y si la ecuacién tuviera
dos soluciones a1, as € (0,2), a1 < ag, entonces:

f continua en [a7, as]
f derivable en (aq, as) R:”> Existe 8 € (a1, a2) C (0,2) tal que f/(3) =0
olte
flea) = f(a2) =0
lo que no puede ocurrir, pues:

1
fllz)y=€e"+e "+ 59/ (g) > 0 para todo z € (0,2)

y, por tanto, la solucién es tnica.



Problema 4.

Se considera la funcion: f(z) = x> 0.

x
>
V1+zt

a) Determina sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.
b) Encuentra sus extremos relativos y absolutos.

Solucién:
a) Se calcula la derivada y su signo en x > 0:

3
f’(;c)zll\/l—kﬁ_:z.%;ﬁ: 1+t — 224 _ 11—zt >0 si0<z<1
1+ o (1+az)vVI4+22 (142432 | <0 siz>1

de donde se deduce que f es creciente en el intervalo [0, 1), y decreciente en el intervalo (1, +00).
b) Se hallan los puntos criticos de la funcién:

1— 2t

_— = 4: =
(1+x4)3/2 0 < =« l «<— zz=1

fl(z) =
ya que ésta es la unica raiz de la ecuacién z* = 1 en el dominio de la funcién. A partir del
crecimiento, se deduce que la funcién presenta un maéaximo relativo en z = 1, que también es
absoluto al ser la funcién siempre creciente antes del punto y siempre decreciente después del

punto. El valor del maximo absoluto es: f(1) = —-.

V2
Para hallar, si existe, el minimo absoluto se estudia la funcién en los extremos del dominio:
. . x . x . 1
o= A fe) =t e = g = A g =

de donde se deduce que f alcanza el minimo absoluto en x = 0, y su valor es: f(0) = 0.

Problema 5.
. > Tt +2
Se considera la funcion: F(z) = ——dt.
0

12 — 4t +8
a) Calcula F'(x).
b) Halla el polinomio de Taylor de F' de grado 2 en x = 2.

Solucion:
a) La funcién integrando es siempre continua (al no anularse su denominador) y entonces, aplicando
el teorema fundamental del Célculo, la funcién F' es siempre derivable, siendo:

xr+2

Flo)= =
(z) x2 —4x + 8

b) El polinomio de Taylor de F' de grado 2 en x = 2 es:

PI=2(z) = F(2) + F'(2)(z — 2) + %F”(Z)(w P

2 2 2
t+2 t—2+4 t—2 1
FQ2)= | ——F——dt=| ————dt= dt =
2) /0 2 —4t+8 /0 (t—2)2+4 /0 ((t—2)2+4+1+(t2)2>

2

1 t—2177 1
= [2 In |(t — 2)* + 4| 4 2arctan 5 ] = 5(1n4—1n8)+2(arctan0—arctan(—1)) =
t=0

1.1 —T T —1n2
p gt (0 4) 2




Ademas:

x+2 2+2
Fl2)= ——"— = F(2)= ——— =
@ =2 1rs @=1"5+s
(22 -4z +8)— (z+2)(2x —4) —2?— 42 +16 —4-8+16 1
F'(z) = = F'2)= —r—u =~
(z) (2% — 4a + 8)? (2 — 4o + 8)? — @) (4—-8+8)2 4
Sustituyendo, el polinomio de Taylor de F' de grado 2 en z = 2 es:
_ —1n2 1
Py () = T 4 (@ = 2) + 5 - 2

Problema 6.

1
Se considera la funcion: f(z) =

(1+2z)yz

a) Halla el drea del recinto limitado por la grdfica de f y los ejes de ordenadas y abscisas.

b) Halla el volumen de revolucion obtenido al girar la grdfica de f para x > 1 alrededor del eje de
abscisas.

Solucién:
a) Puesto que f(x) > 0 para x > 0, el drea del recinto limitado es:

o0 1
A:/o EES N

que es una integral impropia al no estar acotado ni el recinto de integracién ni la funcién. Por
tanto, el area limitada es:
1
[e'e) 1 R 1 R m
A:/ —————dr = lim —————dr =2 lim —d
o T+ =) Grae T L T (VRR
— 00 —00

=2 lim+ [arctan \/ﬂzif =2 lim+ (arctan V R — arctan \@) =2 (g - O) =7
e—0 - e—0
R—o0 R—o0

Tr =

b) El volumen de revolucién es:

v /°°< 1 )2 p /OO du i B dx
=T — T=T ————— =7 lim —_—
1 \(I+2)Vz 1 z(1+x)? R—oo J1 (14 x)?

La integral indefinida se halla a partir de la descomposicién en fracciones simples del integrando:

5 a+b=0
1 _a b L€ _a(l+2) +bx(l+2x)+cx e loatbiceo
r(14+2)2 = 14+z (1+z)2 x(1+x)? “ . €=
a =
cuya solucion esa =1y b= c = —1, de donde:
dx 1 1 1 1
— = = (== - dz =In|z| —In|1 — te=
/x(1+x)2 /<x T2 (1+$)2) z=1In|z| —In]| +x!+1+x+c
In|——| + +
=1In c
142z 142

Por tanto, el volumen de revolucién es:

=R

T 1 R 1 1 1

v ”leéo[n 1+ 1+93L:1 WRino<n1+R+1+R B 2>
1 (2In2—1)m
—(1112—2)71'—2



