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EXAMEN DE SEPTIEMBRE (06/09/2003)

SOLUCIONES

Problema 1. Calcula el dominio y las asintotas de la funcion:

Solucién: Un punto x € R pertenece al dominiode fsiz #0, z# 1y 1—%>07 siendo:
1 rz—1
l1-=>0«—= — >0 <= z(z—1)>0 <= z<0o0x>1
x x

Por tanto, el dominio de f es D(f) = (—00,0) U (1,400). Para hallar las asintotas verticales hay
que hallar el limite por la izquierda en x = 0 y por la derecha en x = 1:
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de donde se deduce que la recta z = 1 es asintota vertical por la derecha, y que no hay asintota
vertical en x = 0. Los limites de la funcién en el infinito son:

. 1 1
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y, por tanto, y = 0 es asintota horizontal en 400 y en —oco. No hay asintotas oblicuas.

Problema 2.

i) Enuncia el Teorema Fundamental del Cdlculo y tisalo para hallar la derivada de

z2—1 2
e —2
F(x) = - dt
(z) /_ , 242042
ii) Halla la ecuacion de la recta tangente a la grifica de F' en el punto de abscisa x = —1.

Solucién: i) Para el enunciado del teorema fundamental del célculo, consultar los apuntes de la
asignatura o cualquier referencia bibliogréfica.

La funcién integrando, y = es continua en toda la recta real (su denominador no se anula),

)
z24+22+2"
y la funcién que define el limite superior de la integral, y = 22 — 1, es siempre derivable. Por tanto,



usando el teorema fundamental del cdlculo, la funcién F' es derivable en toda la recta real, y su
derivada es:

2 2 4 2
—1)*-2 2 — 2z -1
(22 —1)2+2(22 1)+ 2 41
ii) La ecuacién de la recta tangente a F' en x = —1 es:

y—F(-1)=F(-1)(z+1)
donde, sustituyendo en la expresién de la derivada obtenida en 1i):
2(-1)(1—-2-1)
1+1

=2

F'(-1) =
e integrando:
0 2 0
= /0 (1 7 2(t+1) 2 ) dt = [t —In[(t + 1)% + 1] — 2arctan(t + 1)}t:0

2 t+12+1  (t+1)2+1 t==2
=(0—In2—2arctanl) — (-2 — In2 — 2arctan(—1)) =2 — 7

Por tanto, la ecuacién de la recta tangente a F' en x = —1 es:

Problema 3. Encuentra los valores de a,b,c € R, a > 0, para que la funcion:
—z(z + 2) siz <0
fl@)=4 .
ar*+br+c siz>0
cumpla las dos condiciones siguientes:

i) La funcion f es derivable en R.

ii) El drea de la region acotada comprendida entre la grdfica de f y el semieje negativo de abscisas
es cuatro veces el drea de la region acotada comprendida entre la grdfica de f y el semieje
positivo de abscisas.

Solucién: La funcién f es derivable en R si lo es en = 0, para lo que necesita, en primer lugar,
que sea continua en dicho punto y, por tanto, que:

lim f(z) = lim [~o(z+2)] = 0= f(0) fcgn“a.;:o:f():{_‘r(ﬁm siz <0

1ir%r)1+ flz) = lir0n+(a:n2 +br+c)=c (az+b)x siz >0

Puesto que las funciones que definen f son derivables en x = 0, sus derivadas laterales son:

F107) = [~z(@+2)) la=0 = (-2 —2)|z=0 = —2 F1(0%) = [(az+b)z]|o=0 = (2az+D)[z=0 = b
y, por tanto, para que f sea derivable en x = 0 es necesario que b = —2, en cuyo caso:
—z(x+2) sizx<0
flx) = .
(ax —2)x sixz >0
La representacién gréfica de la funcién y = —z(z + 2) es una pardbola con curvatura hacia abajo
que corta al eje de abscisas en los puntos z = —2 y = 0, y la de la funcién y = (az — 2)z,

a > 0, es una pardbola con curvatura hacia arriba que corta al eje de abscisas en los puntos z = 0
yxr= % > 0, por tanto, la grafica de la funcién f es la siguiente:
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El area de la regién acotada comprendida entre la grafica de f y el semieje negativo de abscisas es:

- 0 I -8 4
T R I S = B

r=-—2

y el area de la regién acotada comprendida entre la grifica de f y el semieje positivo de abscisas

esS:
2/a 3 z=2/a .8y 4
A+=—/ (a$—2)$d$=—|:ax—x2] :_<a a3 >+0:
0

3 0 3 a 3a2

Si el 4rea A~ es cuatro veces el drea AT, entonces:

4 4
A" =dAt = S od— e a? =4 &2 g =2
3 3a?
En resumen, la funcién f cumple las condiciones pedidas sia =2, b= -2y ¢ = 0.

Problema 4.

a) Calcula el siguiente limite:

1

1\ 1-2nn
lim ([ —
n—oo \ N

b) i) Obtén el campo de convergencia de la serie: Y oo o 2tlan.

ii) Sabiendo que e® = > T,
o ntl
n=0 n! *

"~ obtén el desarrollo en serie de potencias de f(x) = xe®.

iii) Suma la serie:

Solucién: a) Al hallar el limite se presenta una indeterminacién del tipo 0°. Usando logaritmos,

1
sif=lim,_ oo (%) 1=2Inn -~ entonces:

1
—2Inn _1 _]_ 1
Inf¢ = lim ln<1>1 = lim ¥lnl: limﬁz(@>: lm — = —

n—00 n n—ool—2Ilnmn n noool-—2lnn

de donde:

n—oo \ N

1
1 1-2Inn
= lim () =e/?2=\/e

b-i) Puesto que:

n+2
2)n! 2
lim |95 = gy (S gy (EDt g (D)

el radio de convergencia de la serie es infinito y el intervalo de convergencia es toda la recta real.



b-ii) Sie* =3 > entonces:

n=0 mv

n

f(ﬂf)_wexzfczoiv Z nl :Zl nail)

es el desarrollo en serie de potencias de f(z) = xze”.
b-iii) El campo de convergencia de la serie de f es toda la recta real y, por tanto, derivando dicha

serie: S o o
Fla) =+ e = Y A =5

n=1 n=0

y sustituyendo x = 1, se obtiene:

o (o)
11y — o _ N~ (1) (n+1) _
n=0 n=0
Otra forma de obtener la suma de esta serie, sabiendo que Y % = e, es la siguiente:

n+1 1 1 1 1
> AP IR I RO W EL I B
n=0 n=0 n=0 n=0

n=0

n‘ n'

Problema 5. Sean f, con dominio D(f) C R?, y g : R? — R las funciones:

(z—1)*(y—2) (z.y) = 4 1@9) st (2y) € D)
2 +y?—2x—4y+5 T = si (z,y) ¢ D(f)

flz,y) =

i) Determina el valor de k para que g sea continua en R?, y para este valor:
ii) Estudia la diferenciabilidad de g en R2.

iii) Calcula la derivada direccional de g en (1,2) segin el vector v = (1,1).

Solucién: i) Puesto que
24y =2 —dy+5=(z -1+ (y—2°=0 <= (z,9) = (1,2)

el dominio de la funcién f es D(f) = R\ {(1,2)}. La funcién f es continua en su dominio y, por
tanto, la funcién g es continua en R? si lo es en el punto (1,2), para lo que se necesita que:

: . (z—1)%*(y—2) : (z—1)>%*y—2)
lim x,y) = lim = lim =k
(2,y)—(1,2) 9(@,y) (zy)—(1,2) 22 +y2 —2x —4y+5  (zy)—12) (x —1)2 4+ (y — 2)?

Pasando a coordenadas polares generalizadas (z = 1+ pcosf, y = 2+ psen#), este limite es:

3 29 0
lim w = hm pcos?fsend =0
p—0 P p—0

ya que cos? fsen ) estd acotado en [0, 27]. Por tanto,

lim z,y) =0
(ff,y)—>(1,2)g( v)

y la funcién g es continua en R? si k = 0.



ii) La funcién g es diferenciable en R? \ {(1,2)}, y en el punto (1,2) hay que estudiarla. Las
derivadas parciales en dicho punto son:

9g o 9(@2)—g(1,2) . 0-0
AR I E L P
(9y y—2 y—2 y—>2y—2
y entonces:
b @Y —9(,2) - a2(1,2)(@—1) - G2(L,2)(y —2)
(2,9)—(1,2) [(z — 1)2 + (y — 2)2]*/?
—1)2(y —
— lim 9(z,y) — lim (z - 1)y - 2)

@)=012) [(z =12+ (y =227 @)=02) [(@ - 1)2 + (y — 2)2"/?
Pasando a coordenadas polares generalizadas (z =1+ pcosf, y = 2+ psenf), este limite es:

3 2 0 2
lim M = lim cos® fsen @ = cos® @ sen 0
p—0 P p—0
Puesto que este limite depende de 6, el limite doble en (1,2) no existe y la funcién g no es diferen-
ciable en (1,2).
iii) La derivada direccional de g en (1,2) segin el vector v = (1,1), que tiene la direccién del

. . 1 1
r unitario ( —=, == :
vector unitario (ﬂ,ﬁ>,es

g<(1,2)+t<%,%>>—g(1,2) g<1+%,2+%>

Dol 2) =iy : = : -
t2 ¢
, BRG] .t 1
= lim ———*— = lim R
t—0 (% I %) o =02V213 0 2¢/2

Problema 6. Sea f(z,y) = 42%¢Y — az* — be*, con a,b € R.
i) Determina los valores de a y b para los que (1,0) es un punto critico de f.

ii) Para los valores de a y b encontrados en i), halla todos los extremos relativos de f.

Solucién: i) Las derivadas parciales de la funcién f son:

of of

-5 = 8ze¥ — daz® L = dx?e¥ — 4be™
8$ xre axr ay T e (&

El punto (1,0) es un punto critico de f si sus derivadas parciales se anulan en dicho punto, para lo
que se necesita que:

0
g—ﬁ(l,o):8—4a:4(2—a)20 . Ja=2
3*524—419:4(1—5):0 b=1
ii) Para a = 2 y b = 1 las derivadas parciales son:

0 0
—f = 8ze¥ — 82° = 8z (ey — xz) —f = 4z2%eY — 4% = 4eY (w2 — 639)
ox oy



Los puntos criticos son aquellos que anulan a las derivadas parciales, es decir, son las soluciones
del sistema:

8]“@”0{:){3;(6?4—37231/):0 <:>{a:(ey—a;2):0 @{ey—ﬁzo

oxr Oy 22 —e¥ =0 22— e =0

ya que si x = 0 en la primera ecuacion, la segunda ecuacién del sistema no se verificaria. Se resuelve
el sistema:

eV —22=0 22 =eY 2 =eY 22 =1
<~ <~ <~
22— e =0 e¥ — e =e¥(1—e¥) =0 e = y=0
de donde x = +1 y, por tanto, los puntos criticos son (1,0) y (—1,0). Se halla la matriz hessiana:

2 2

Hf(z,y) = gTJzC aamafy _(8eY — 242* SzeY

W=\ o2y ef | T 8re¥ 4z2eY — 16eY
Oydxr Oy

y se evalian su determinante y la derivada segunda respecto de x en los puntos criticos:

Hf(1,0)] =128 >0
{‘ f(1,0)] = — f alcanza un méximo relativo en (1,0)

21(1,0)=-16 <0
{\Hf(—1,0)| =128 >0

= f alcanza un méximo relativo en (—1,0)

2f(~1,0)=-16 <0



