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SOLUCIONES

Problema 1. Representa grdficamente la region del plano complejo dada por
(z—2)i>0

y calcula las soluciones de la ecuacion z* = —2 4 2/3i que pertenecen a dicha region.

Solucién: Si z = + yi entonces z =x —yi y , z — z = 2yi. Sustituyendo:
(z—72)i=2yi’=-2y>0 < y<0

que corresponde a los cuadrantes tercero y cuarto, incluyendo el eje de abscisas y el semieje negativo
de ordenadas:

Las soluciones de la ecuacion son:

2 =-242V3i = z= m: Y4B L Y1 e
ZoZﬂe%i sik=0
212\@62?” sik=1
Zz=\/§e%ﬂi sik=2
2’3:\/565?” sik=3

de las que sélo 23 y z3 pertenecen a la region.

Problema 2. Fnuncia el teorema de Bolzano, y demuestra que la ecuacion

Va2 —1=2+cosz

admite alguna solucion x = a con —1 < a < 3.

Solucién:
Enunciado del teorema de Bolzano: Si f : [a,b] — R es una funcion continua que toma valores



de signo contrario en sus extremos, es decir, que verifica f(a)f(b) < 0, entonces se anula en un
punto intermedio, es decir, existe a € (a,b) tal que f(a) = 0.
Se considera la funcién f : [—1,3] — R definida por

f(z)= Va2 —1-2—cosx
que es continua y que toma valores de signo contrario en los extremos de su intervalo de definicion:
f(=1)=0—-2—cos(—1) = —2—cos1 <0 f(3)=V8—-2—cos3=—cos3>0

ya que x = 1 es un angulo del primer cuadrante (con coseno positivo) y = 3 es un dngulo del
segundo cuadrante (con coseno negativo). Puesto que se cumplen las hipétesis del teorema de
Bolzano, existe a € (—1,3) tal que f(a) = Va2 — 1 —2 — cosa = 0, es decir, verificando:

Va2 —-1=2+cosa

y, por tanto, es solucién de la ecuacion.

Problema 3. Sea F' : R — R la funcidn definida por

3

T 1 t
F(x)—/ - g
0 2

a) Halla sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.
b) Calcula el valor del limite:

F
lim (z)
z—0 26

Solucién: a) Puesto que la funcién integrando es continua en R y el limite superior de la integral
es derivable, se puede aplicar el Teorema Fundamental del Célculo para hallar la derivada:

1—1—6”63
2

1—1—6”63

F'(z) =1In -32? = 32%In

que sélo se anula en x = 0 y cuando e = 1, que ocurre también en x = 0. Ademas:

1+ e
2
14 %’
2

2<0 = ¢ <1 = <1l= F(2)<0

3
>0 = ¢ >1 =

>1 = F'(z) >0

y, por tanto, la funcién es decreciente en (—o0,0) y creciente en (0, +00).
b) Aplicando dos veces la regla de L’Hopital:

23 23
. F(x) (0\ g, Fl(z) . 322lnE—  InlE
lim = (=] =lim =lim ——*— =Ilim —=— =
z—0 a0 0 z—0 6ad z—0 65 z—0 23
3126x3 3

0 H .. 1+e’“'3 . €z 1
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Problema 4. Sea f : D — R la funcion definida por

1
—eoi(p —sin —

flz) =e—1(x )Slnx2—5x+6
a) Determina el dominio D de f.
b) Estudia la continuidad (analizando sus discontinuidades) de la funcion g : R — R definida
por:

flx) sizeD

o) = {7
0 siz¢ D

Solucién: a) Puesto que el exponente de la funcién exponencial no estd definido en = = 1, y el
denominador del d4ngulo, 2% — 5z + 6 = (z — 2)(z — 3), se anula en z = 2 y x = 3, el dominio de la
funcion f es:

D =R\{1, 2,3} =(—00,1)U(1,2)U(2,3) U (3,+0)

b) Puesto que la funcién f es continua en su dominio D, la funcién g es también continua en D.
Las tnicas posibles discontinuidades de g son los puntos x = 1, z = 2 y x = 3, que se estudian a
continuacién.

En x =1 se hallan los limites laterales:

xligl— g(z) = xligl— ex1(zx —2) sinm = (0 (1) - sina =0-(-1)- 1) =
xlinanr g(x) = xlinanr e*1(z —2)sin -2 =3 = (+oo (—1) sin o = +00 (—1) 1) = —00

y, por tanto, g tiene una discontinuidad esencial en x = 1. Mas concretamente, puesto que

lim_g(x) = 0 = g(1)
r—1~
la funcién es continua por la izquierda de = 1, mientras que por la derecha presenta una discon-
tinuidad esencial.
Enz=2:

lim g(z) = lin% eﬁ(x —2)sin = (e-0-acotado = 0 - acotado) = 0 = g(2)

7
—2 (r —2)(x—3)
y, por tanto, g es continua en x = 2.

En x = 3:

r = /2 lim sin

(x —2)(x —3) a—3 x—3

lim g(z) = lim em%l(x — 2)sin
z—3 z—3

y este limite no existe (cuando x — 3 la funcién seno oscila indefinidamente entre —1 y 1). Por
tanto, g tiene una discontinuidad esencial en z = 3.

Resumiendo, la funcién g es continua en R\ {1, 3}, con discontinuidad esencial en ambos puntos
de discontinuidad.



Problema 5. Sea f : [0,8] — R la funcion definida por f(x) = z(x — a)(x — 8), con a € (0,8).
a) Razona si la funcion alcanza sus extremos absolutos (mdzimo y minimo) para todo valor de a.
b) Encuentra el valor de a para que uno de los extremos se alcance en x = 6.

c) Para el valor de a encontrado en b), estudia la concavidad de f y dibuja su grifica.

Solucién: a) La funcién f estéd definida en un intervalo compacto (cerrado y acotado) y es continua
para cualquier valor de a. Entonces, aplicando el teorema de Weierstrass, la funcion alcanza sus
extremos absolutos en dicho intervalo.

b) Puesto que la funcién es derivable, si alcanza alguno de sus extremos en x = 6, que es un punto
interior del intervalo, su derivada se debe anular en dicho punto. La derivada de f es:

f)=x(x—a)(x—8) =2 — (a+8)2* +8ax = f'(z) =32 —2(a+8)x+8a
y si se anula en = = 6:
J'(6) =108 —12(a +8)+8a=4(3—a)=0 <= a=3
c) Para a = 3, la funcién y sus dos primeras derivadas son:

11
f(@) = 2(x—3)(x—8) = 23— 112> 4242 f'(x) = 32%—222+24  f"(2) =62—22=6 (:U — 3>
de donde se deduce, teniendo en cuenta el dominio de definicién, que:
f'(z) <0size |0, %) = f es céncava en [0, %)
f(x)>0sixe (1—31,8] = [ es convexa en (%,8]

y, por tanto, hay un punto de inflexiéon en xz = 13—1 donde f (%) = %, es decir, en el punto
(=30

Los extremos relativos de la funcién se alcanzan en:

S Wik

fl(x) =322 —220+24=0 < {

xT
T

y, puesto que x = % estd en el intervalo donde la funcién es céncava y x = 6 en el intervalo donde

la funcién es convexa:

e La funcién alcanza un méaximo relativo y absoluto en x = %, que es f (%) = 4(:;—0.
e La funcién alcanza un minimo relativo y absoluto en x = 6, que es f(6) = —36.

La representacién grafica aproximada de la funcién es:
(

400
27

—286
27

—36




Problema 6. Calcula el volumen de revolucion engendrado al girar alrededor del eje x la region que

12
contiene al punto (0, %) y que estd limitada por las grdficas de y = |x| y de la elipse (‘r321) +y? =1

Solucién: Se hallan las abscisas de los puntos de intersecciéon entre ambas graficas:

%’;!f' , — (- 1)2 492 =9 =5 g Ad=0={ ©
32 +y:1 L=

Se representan ambas curvas y se determina la regién que gira, que es la que aparece en la figura:

X

El volumen de revolucién engendrado al girar dicha regién alrededor del eje de abscisas es:

1 12 1 2 _9p 41
V:w/ {<I—M>—]x\2]dx:7r/ <1—H|——:c2>dx—
—4/5 9 —4/5 9

or (1 o 22 5231°7! 27
== 4 — 523 dr = 22 |4 L 27
9 _4/5( +x —52%) dx 9 [x—l—Q 3]

x=—4/5 25



