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PRIMER PARCIAL DE FEBRERO (24/01/2003)
SOLUCIONES
Problema 1. a) Representa el conjunto
1
A:{xeR : \/2—\x—3|z1}u{n? : neN}
y calcula, si existen, el supremo, el mdzimo, el infimo y el minimo de dicho conjunto.
b) Sean z = 1+ 3i y w dos nmimeros complejos que verifican: w> (z2 + 8) =2z — 22 — 4. Calcula
w en forma bindmica.

Solucién:
a) Se resuelve la desigualdad, que aparece en la definicién del conjunto, cuya solucién es:

V2—lz =321 <= 2—|z-3|>1 < |z -3| <1 < z € [2,4]

Por tanto: L1
A=41, -, =, —,...pU[2,4
{135 75 fura
y su representacién grafica es:
eo® d & l >
011 1 2 3 4
94

El supremo y méximo del conjunto A es 4, el infimo es 0, y el minimo no existe.
b) Se despeja w? y se sustituye z = 1 + 3i:

3 22—-22-4 2(1+43)-(1+3i)> -4 2+6i—1+9-6i—4 6 1
w- = = —

224+8 (1+3i)2+38 1-946i+8 60
de donde:
€'z =cosg tising =1
w=YTi= VT =5 = (5 = s :cos%r—&—isin%’r:%—%i
e :cosHT”jLisinHT”:TS—%i

Problema 2. a) Halla el dominio D de la funcidon:

|22 — 22 — 3| (z — 2)sin =

23 —4x2 + 2 +6

g(z) =

b) Estudia la continuidad (clasificando las discontinuidades) de la funcion:

_Jg(x) sizeD
f<x){0 six ¢ D



Solucién:
La expresién de la funcién g, después de descomponer factorialmente los polinomios que en ella

intervienen, es:
(z=3)(@+1)|(=z—-2) =

9@ = T e @) Ny

a) La funcién no estd definida para x € {—1, 0, 2, 3}, por tanto, su dominio es:

D=R\{-1,0,2 3}

b) Las posibles discontinuidades de la funcién f son los puntos donde no estd definida g, por lo
que se estudia la continuidad en cada uno de ellos.

Enz=-1:
: . (=3 +1)(z—-2) 7 ) R
1 1 - T —sin(—7) =0
S 1= ey = s =
1)(x—2
lim f(z)= lim G (G 3 C )sinﬁ =~ lim sin_ = —sin(—7) =0
z——1+ a——1+ (x—=3)(x+1)(z —2) x g——1t T
y entonces:
lim1 f(z) =0= f(—=1) = f es continua en z = —1
T——
En z =0:

—(a:—3)(x+1)(w—2) .m LT
hmf( )= a:—>0 (x=3)(x+1)(xz—2) Sln;——iIE)I(I)SIDE

y este limite no existe (la funcién oscila periédicamente entre —1 y 1). Por tanto, f tiene una
discontinuidad esencial en x = 0.

En x =2:
—(1:—3)(x+1)(93—2) LT ...
1 —=-1 = —sin= =-1
lm f( ) :c—>2 (93 - 3)(1‘ + 1)(.13 - 2) St €T xl—% St xT SlIl 2 7& f( )
y, por tanto, f tiene una discontinuidad evitable en z = 2.
En x =3:
A — Nz — 2 _
lim f(z) = lim r= 3+ i )sin — — lim sin~ = —sin E:7\/g
3~ a—3- (z—=3)(z+1)(z —2) x z—3— X 3 2
— 1)(x—2
lim f(x) = (z=3)@+1=2) in” = lim SinE:sinzzﬁ
z—3t x~>3+ ( 3) (ZU + 1)(1‘ — 2) x r—3+ T 3 2

y, por tanto, f tiene una discontinuidad de salto en x = 3.
En resumen, f es continua en R\ {0, 2, 3} siendo la primera discontinuidad esencial, la segunda
evitable y la tercera de salto.

Problema 3. Representa grdficamente la funcion:

J(z) =1 (3xxi2>




Solucién:
e Dominio. Puesto que
23
3x — 2

2
>0 <= 232 -2)>0 < z€(—00,0)U <3,+oo>

el dominio es (—o00,0) U (2, +00).

e Puntos de corte con los ejes. Puesto que x = 0 no pertenece al dominio, la grafica de la
funcién no corta al eje de ordenadas. Los puntos de corte con el eje de abscisas son:

3 3

x T r=1
-1 — -1 3_ 92— (x—1)2 2) —
f@) n<3m—2> 0= g Lo e dud2 = @-1)+) O<:>{ac:—2

es decir, (—2,0) y (1,0).

e Asintotas. Puesto que:

ZE3 1,3
lim In = -0 lim In = 400
z—0~ 3 — 2 z—2/3% 3z — 2

son asintotas verticales las rectas x = 0 (por la izquierda) y x = 2/3 (por la derecha). Sin
embargo, no tiene asintotas horizontales ni oblicuas:

lim In
r—+o00

3
8 e In(g)
(3:6—2) :xl{l:?ooln?:—i_oo zEI:Itloo T =0

e Crecimiento. Se calcula la derivada:

(Ba—2)7 ~ 6(z—1)
- z2(3r —2)

que sOlo se anula en x = 1. Los intervalos de crecimiento son:

— En (—00,0), f(x) < 0y, por tanto, la funcién es decreciente.
— En (2/3,1), f'(z) < 0y, por tanto, la funcién es decreciente.

— En (1,+00), f/(z) > 0y, por tanto, la funcién es creciente.
de donde se deduce que la funcién alcanza un minimo relativo en x = 1, que vale f(1) = 0.
e Concavidad. Se calcula la derivada segunda:

6z(3z —2) —6(z —1)(6x —2) —6(32% — 62+ 2)

fi(z) = x2(3x — 2)? - 22(3x — 2)?

que se anulaen x = 1+ %, de los que el Anico que pertenece al dominio es z = 1+ % ~ 1,57.
Los intervalos de concavidad son:

— En (—00,0), f”(x) < 0y, por tanto, la funcién es céncava hacia abajo (céncava).

— En (%, 1+ %), f"(x) > 0y, por tanto, la funcién es céncava hacia arriba (convexa).

— En (1 + \%, —l—oo), 1" (x) < 0y, por tanto, la funcién es céncava hacia abajo (céncava).



de donde se deduce que la funcién tiene un punto de inflexién en x = 1 + %

Usando lo anterior, una representacién grafica aproximada de la funcién es:

&

Problema 4. a) Encuentra la expresion explicita (dependiente de los pardmetros a y b) para una
funcion f : (0,+00) — R de clase C** que verifica:

SC2
/ Ft)dt = ¢ + ax® + ba*
1

b) Halla a y b si el polinomio de Taylor de f de grado 2 centrado en x =1 es:

—3e  be
P21(a:) = + Z(m — 1)2

Solucion:

a) Siz # 0, 22 > 0 y se puede usar el teorema fundamental del calculo integral para derivar la
expresiéon integral:

2xf(x?) = 26" + 6aa’® + 4bz® — f(z?) = e + 3azt + 2ba?

Llamando z a x2

, se obtiene:
f(z)=e" +3ax® +2bx , x>0

b) De la expresién del polinomio de Taylor f de grado 2, centrado en = = 1, se sabe que

—3Je 5e oe
1) = — (1) = 1) = == .91 = ==
7)== 71 =0 ==
e imponiendo estas condiciones a la funcién f se calculan los valores de los parametros:
f(z) =" +3az® +2bx = f(1) =e+3a+2b= =3¢ 3a+2b = =[¢ .
a==%
f(x)=e"4+6ax+2b= f'(1)=e+6a+2b=0 =4 6a+2b =—e :>{b_f5e
f(z) =e"+6a= f"(1) =e+6a=>5 6a =% o



Problema 5. a) Calcula el volumen de revolucion engendrado al girar alrededor del eje x la region:
D={(z,y) eR* : 0< 2 <1,0<y< Vae™}
b) Halla la longitud de la curva y = In(cosx), desde x =0 a x = 7 /4.

Solucién:
a) El volumen de revolucién es:

! ! =r=du=d 4z o=t
V:T('/ (\/562“)2611‘:77/ redr = ( == Y :iz ) =7 g;e] —
0 0

dv:e4xév:T 4 1.9
1 4z 4 4 4
e T v =1 Twe* e 7  (3e*+1)m
7T/O ;=@ -0l = 5 T i 16

b) La longitud de la curva es:

w/4 w/4 —ginz 2 w/4
L:/ \/1+y’2da::/ 1—|—< ) dm:/ V1+tan?zdr =
0 0 COS T 0

/4 /4 s ™
= secxdr = [In[secx + tanz|],~, = In ‘secz + tanz‘ —Insec0 + tan 0| =
0

zln‘\/i+1(—1n\1+0|:1n(1+ﬂ)



