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DPTO. DE MATEMATICA APLICADA CALCULO INFINITESIMAL
Grupo 17T

PRIMER PARCIAL DE JUNIO (27/06/2002)

SOLUCIONES
Problema 1.
Senala la certeza o falsedad de las siguientes afirmaciones.
Solucién:

i) Sean z,u € C.

a) |z* = 2z
b) Si z° =1, entonces z = 1.

o) [l =i vae(3) = a5

ii) Sea f:[a,b0] — R.

a) f es acotada en [a,b|.

b) Sice€ (a,b) y lim,_,. f(x) =lim,_ .+ f(x), entonces f es continua en x = c.

c) Si f(a)f(b) <0, entonces existe ¢ € (a,b) tal que f(c) =0.
iii) Sea f : [a,b] — R derivable en (a,b).
a) f es integrable en [a, b).

b) Sice€ (a,b) y f'(¢) =0, entonces f tiene un maximo o minimo en z = c.

c) Si f es derivable en ¢ € (a,b) y g(z) = ce®/?, entonces (f o g)'(0) = £f'(c).

iv) Sean f:[0,a%] — Ry F(x) = fggz f@t)dt.

a) Si f es integrable en [0, a?], entonces F' es continua en [0, |a].
b) F es una primitiva de f.

c) Si f(z) = \/117, entonces F'(1) = /2.

Problema 2.
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a) Expresa en forma binémica todas las soluciones de la ecuacion: —z°+3x* — 23 +322 —x+3 = 0.

o L : -z
b) Calcula el siguiente limite: lim |2 — ——— | .

Tr—-+00 X

Solucion:

a) Es fécil comprobar, por Ruffini, que el polinomio que define la ecuacién es divisible por x — 3:

3 -3 0 -3 0 -3

/-1 0 -1 0 -1 0

-1 3 -1 3 -1 3




y entonces:

r—3=0<+= =3

—2’+32 —2® + 30" —x+3=—(z-3) (@' +27+1)=0 = {7, 7|
z*4+2°4+1=0

Se resuelve la ecuacién bicuadrada:

12 yTd 1413 -1 3
t+a?+1=0 = 2° = = =4 YYy
2 2 2 2
y se extraen raices cuadradas a cada una de las soluciones:
i 5 = T _ 1, V3,
T = ;1 \/§Z__ 12"_613;2”_6@‘(§+lm)_ €3 =cosg +isinyg =35+ 5
= — _ : . |
2 G+ =cos & +isin T = %—@z
27
— am ok i2r 2 or 1 3.
r = 71_\/51_ eiﬂ—e'?’?ﬂ_e(%ﬂ“"”) 652—0083+251n3_ 1443
= — o » |
2 5 +7) = cos 5% —+ isin 53? = % — ?z

V3.

. . . . . 1
Por tanto, en forma binémica, las cinco soluciones de la ecuacién son: t =0y x = = £ —i.

b) Puesto que:

2 -z y Va2 . z

lim —— = lim = lim —=1
xr——+00 x€X r——+o00 I r——+00 I
entonces:
x x
2 2
) x¢—x ) Tt -
lim (2——— | =(1%)= lim (141————| =
z——+00 x T—+00 T
x z—Vr?—x
N2 _ o
= lim (1 +— ) o = elime—too(e—Va?=z) _
T—-+00 _r
- z—Vr2—z
2 2 2 2
li . (z—Vz*—z)(z+Vz*—x) li _ z—(z“—x)
= e e too m+\/m2—x = e e z+ z2—z —
lim,_, limg_, oz .
. Mg —too 75— . Mo—too 7 /5 lima—+oo e — 6%
Problema 3.
a) Halla la ecuacion de la recta tangente a la elipse 2% — 6z +2y? = —3 en su punto de interseccion

con la curva 3y®> — 2xy +7 =0 de abscisa x = 5.
b) Halla las coordenadas de los vértices del rectingulo de mayor drea inscrito en la elipse de
ecuacion: x* — 6x + 2y? = 0.

Solucién:
a) Los puntos de la elipse con abscisa z = 5 son:

2% — 62 +2y? = -3 52—6-5+2y*> = -3 r=05 r=05 A(5,1)
& & & &
r=5 r=75 yr=1 y=+1 B(5,-1)

Sustituyendo en la ecuacién de la curva, el punto B no la verifica y el punto A si la verifica, es
decir, A pertenece a ella y B no. Por tanto, se trata de hallar la recta tangente a la elipse en el



punto A(5,1). Se deriva implicitamente la ecuacién de la elipse para hallar su derivada en dicho
punto:

3— 3—-5
2 =6 +27 = =8 = 2 —6+4yy =0 =y = = = Yl = 5 = -1
y .

Por tanto, la ecuacién de la recta tangente a la elipse en el punto A(5,1) es:
y—1=—-1(z —5)

es decir, x +y = 6.
b) Se halla la ecuacién normal de la elipse y se dibujan la elipse y el rectdngulo inscrito:

Y
2 _ 2 _
¢ —6x+2y°=0 bA,A C
(r—3)2+2y2=9 # x
O\ |@ 3 6
x—3)2 2
(9) +%:1 B D

Si los vértices del rectangulo son A(a,b), B(a,—b), C(6 —a,b) y D(6 —a,—b), con 0 < a < 3y
b > 0, su base y altura miden 6 — 2a y 2b, respectivamente. Puesto que A(a,b) es un punto de la
elipse, debe verificar su ecuacién, y el area del rectangulo en funcién de a es:

A=2b(6 -2 A =2b(6 —2a 52
{2 ( ;L) :>{ G(a_a2 ) = Aa) =2 a a(6—2a), 0<a<3
a2 —6a+20% =0 b:VC;:f 2

Operando y simplificando, el area del rectangulo es:

A(a) =2vV2(3 —a)V6a—a?, 0<a<3

Para hallar los extremos relativos, se calcula la derivada de la funcién area:

6 — 2a (3 —a)? — (6a — a?) 20 — 12a + 9
A =2vV2|(83 —a)———m — V6a — a?| =2v2 =2V2———————
(@) v |( a)2x/6a —a? @ v V6a — a? v2 V6a — a?

y se hallan los puntos criticos:

12j:\/144—72_3j:i

2a% — 12
A’(a):2\f2a—a+9:0<:>2a2—12a+9:0<:>a:

N i

de los que sélo a = 3 — % pertenece al intervalo (0,3). Ademas:

>

) >O,$O<a<3—%: o . 3
A'(a) . 3 2 — Midximo relativo en a = 3 — —
<0 ,813—ﬁ<a<3 V2

que, por ser el Unico punto critico en el intervalo, también es absoluto. Por tanto, el rectangulo de
mayor area se obtiene para

3 6a—a?2 3
—3_ > b=/ =2
“ 2 Y 2 2




en cuyo caso, los vértices del rectangulo son:
3 3 3 -3 3 3 3 -3
Al3——, = B|3——,— Cl3+—, < D(3+—,—
O 20me) b)) P0red)

Problema 4. .
Se considera la funcion: F(z) = / t3sen’tdt, x > 0.

0
a) Determina sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.
b) Halla las abscisas de los extremos relativos de F.

Solucién:
a) Por el teorema fundamental del célculo, puesto que f(z) = z3sen®2z es siempre continua, la
funcién F es derivable y su derivada es:

F'(z) = 23sen®x

En x > 0, el signo de la derivada es el signo del seno y, por tanto:
>0 ,sixelUpe,(2km, (2k+1)m)
3 e 3

Fl(z)=a2’sen®z¢ =0 ,siz=km, k>0
<0 ,sizelUpo((2k+ 1), (2k + 2)m)

de donde se deduce que:

F es creciente en (0,m) U (2m,37) U (47,57) U ... = Upo(2km, (2k + 1))
F es decreciente en (m,2m) U (37, 4m) U (57, 6m) U ... = Upeo((2k + 1)7r, (2k + 2)m)

b) Como consecuencia inmediata de lo anterior:

{F tiene maximos relativos en x = (2k + 1)m, k > 0

F tiene minimos relativos en = = (2k + 2)7, kK > 0

Problema 5.
a) Calcula el drea limitada, entre x = 0 y x = 7, por el eje de abscisas y las funciones f(x) = sen 3
y g(x) = cos 3.
b) Halla el volumen de revolucidn obtenido al girar la region anterior alrededor del eje de abscisas.

Solucién:
a) La regién limitada, entre z = 0 y 2 = m, por el eje de abscisas y las funciones f(x) = sen 3 y
g(z) = cos §, es el recinto de la figura:

Y
1
y = sen
Y = cos g
x
@) g I



Su area, aplicando simetria, es:
A= /2 senxda:—k/ cos%dm:2/2 senzda::2 [—QCOSE}
0 2 z 2 0 2 21z=

b) El volumen de revolucién, aplicando de nuevo simetria, es:
T —2)

2 L
V:ﬂ'/ sen? =
0 2
=7 s 71'(
=7z —senz|,_; :W[(——1> —0} ==

jus

iy
COS2Id$:27T/QSeIl2$dJ}:27T
2 0 2

QU
8
+
)
mm\



