Examen Final (Parte I) c . . Tiempo 2h.
19 de junio de 2001 Calculo Infinitesimal 24+24+2+2+2
Soluciones

Teoria
Senala la certeza o falsedad de las siguientes cuestiones:
Solucién: VF
i)a) [xt—a|<2 <= z€(a—2,a+2). X O
b) |e®’| =1 para todo b € R. X O
C) COST = COSY = & = Y. OKX
ii) a) 0% es una indeterminacién. OX
b) f es continua en a <= hrn flx) = lim f(x). OX
:E—>(z r—a
. 1
c) lim zsen () =1. X O
T—00 €T
iii) a) f continua y acotada en (a,b) = f derivable. OX
b) Si f(z) = |2® + 1| = f'(z) = 2x. X O
c) Si f es continua en [a,b] y derivable en (a,b) = existe x € (a,b) tal que
f(b) — f(a)
"Ng) = Zt 27 X O
iy =101
a? a?
iV) a) /Mdﬂj b2 arctan (b) + C ‘:’ @
) f derivable en [a,b] = f integrable en [a, b]. X O

/f f()/ x)dx + g(x /f 0K



Problema 2

a) Clasifica las discontinuidades y determina las asintotas horizontales y verticales de la
funcion: )
(z —2)e~Y/® cos 2= sen Lx{l)

_ r—2
fl@)= 2 —4x +3

b) Sin hacer ningun célculo adicional, esboza la grafica cerca de las asintotas.
Solucién:

a) Puesto que

(z — 2)e /% cos 3%2 sen W(IZ_I) (z — 2)e= /7 cos % sen 7r(9622—1)
flx) = 2 —4r+3 - (z—1)(z — 3)

la funcién es continua en toda la recta real, salvo en los puntos x = 0, 1, 2, 3, donde no
estd definida. Hallando los correspondientes limites:

-2 —00 ,siz—0"
li = " lime V" = ’
x%f(x) 3 0 © {0 N

0

lim f(z) = 5¢ im ——3— = 2¢ 251 1 2e

1 sen@ 0 _ 1 I W%COS@ s
2 a—1 x—1 N

. 1 . 27

igf(m) =7 iLr%(x —2) cos po i (0 - acotada) =0

lim f(2) 1 iy 5B w(x;_l) 0 1 iy TECOS @ 3
im = im =(=-)= im =

eos? T e s 13 0) ~ 2{/eaos 1 2 /e

se observa que en z = 0 la discontinuidad es esencial, y en el resto de puntos (z = 1, z = 2
y © = 3) la discontinuidad es evitable.
En x = 0 tiene una asintota vertical y, puesto que

) - x—2 m(x? —1)
i flx) = T <(g; “D@-3)"" 2

> = (0-acotada) =0

la recta y = 0 es asintota horizontal en Foo.

b) Un esbozo de la grifica de y = f(x) alrededor de sus asintotas es:

Y

)

)
/
>H




Problema 3
La expresién z3 4 2zy + y® = 3 define implicitamente una funcién y = f(z), en un entorno de
a=—1.

a) Halla su polinomio de Taylor de grado 2 en un entorno del punto a = —1.

b) Halla un valor aproximado de la funcién y = f(x) en z = —0.9.

c) ;Cudl es la ecuacién de la recta tangente a la curva en el punto a = —17
Solucién:

a) Sustituyendo z = —1 en la ecuacién implicita, se obtiene la ordenada:

(1)?+2(-Dy+y° =3 = ¢’ —2y—4=(y-2)()°’ +2y+2) =0 = y =2
Derivando implicitamente dos veces:

—32%2 — 2y
2x + 3y?

—6x — (4 + 6yy" )y

2z + 3y?
Luego:
7 -7 292
-1)=2; "(-1) =9 (-1,2) = —; ") =y"(-1,2,— | = —
=2 FEN=yEL =3 Pen =y (<12 30) =
El polinomio de Taylor de grado 2 en un entorno de a = —1 es:
Y T 46,
Py(z) = f(-1) + f'(—1 1 1)=2—-— )+ —— 1
(@) = F1) + (D@ + 1)+ g @ )2 =2 - L+ 1)+ (@ + 1)
b) Un valor aproximado de la funcién en z = —0,9 es:
7 146
—0,9) ~ P»(-0,9) =2 — —-0,1+ ——-0,12 = 1,93146
f( ) ) 2( ) ) 0 + 1000 )
c) La ecuacién de la recta tangente a la funcién en a = —1 es:

7
—2_ L 1
y =2 10(m+)



Problema 4
a) Demuestra mediante una integral que el volumen del cono de radio R y altura h es %FR2h.

b) Dado un cono de radio R y altura h, determina las dimensiones del cono de mayor volumen
que puede inscribirse dentro de él, de manera que el vértice esté en el centro de la base del
cono dado y los ejes de ambos coincidan.

Solucién:

a) Al girar, alrededor del eje z, el recinto limitado por la recta y = %x sobre el intervalo

[0, h], se obtiene un cono de radio R y altura h. Luego su volumen es:

Y

O h

R_r_, _Be
hox T h

1, TR? 9
Vz)=zmrf(h—2)= —5(h—x)z*, 0<zx<h

3 3h?
u R

La funcién V(z) tiene un tnico punto critico en el intervalo (0, h):

R? R? 2h
V'(z) = %(Qxh —32%) = ZW(Qh —3r)r=0 = r=—

que corresponde a un maximo relativo, ya que

2
V'(z) = ﬂ@h —6z) = V"’ <

= <0
3

3h

% — 27 R?
- 3h2

que es absoluto en el intervalo (0, k). Luego las dimensiones del cono inscrito de volumen
maximo son:

. R 2h 2R
Radlo—ﬁ'g—? Altura-h—g 3

2h



Problema 5

Dada la funcién )

V1—22

a) Obtén el drea de la regién situada en el primer cuadrante, limitada por la grafica de f y
su asintota vertical.

flz) =

b) Obtén el volumen del solido generado al girar alrededor del eje 0X, la regién del apartado

a).

Solucién: La grafica aproximada de la funcién, en el primer cuadrante, es:
|

Y 1
1 1
! x
0 1
Luego:
a)
1 a
d
A :/ f(x)dx = lim ~ % _ lim larcsenz|;_, = lim arcsena = T
0 a—1= Jo 1 — 2 a—1— a—1— 2
b)
1 a a
dx s 1 1
V= 2de =7 i =T dr =
7T/o J(@) de [ 0 1—a? 2 ami- 0 (1—x+1+x) “
T 1+a|]” T l1+a
= — lim |In = — lim In =00
a—1— 11—z 2=0 a—1 —a




