Calculo Infinitesimal (Grupo 17T)

Primer Parcial Tiempo 2:30h.
31 de Enero de 2001 24+24+24+2+2
Soluciones

Problema 1

(a) Justifica que la ecuacién z° +23+5 = 0 tiene al menos una solucién real, y encuentra
un intervalo de longitud uno que la contenga.

(b) Enuncia el teorema de Bolzano, y estudia si se puede aplicar para afirmar que la
funcién 5
> —x+1
o)==
se anula en algin punto del intervalo (0, 2).
Solucién:

(a) Considerando la funcién f(z) = 2% + 23 + 5, se tiene que

f es continua en [—2, —1]
f(=2)=-35<0 — Ja € (—2,-1) tal que f(a) =0
f(_1> —3>0 Th. de Bolzano

y & =aé€ (—2,—1) es solucién de la ecuacion.

(b) Teorema Bolzano: Si f : [a,b] — R es continua y f(a)f(b) < 0, entonces existe
a € (a,b) tal que f(a) = 0.
Puesto que la funcién f(x) = % no es continua en x = 1, no se puede aplicar
el teorema de Bolzano en el intervalo [0,2] y no se puede afirmar que la funcién se
anula en algin punto de dicho intervalo.

Problema 2

(a) Clasifica las discontinuidades y determina las asintotas horizontales y verticales de

la funcion )

fz) = T — re@+2)/(@—1)

(b) Sin hacer célculos adicionales, esboza su grafica.
Solucidn:

(a) La funcién no es continua en los puntos z = —2, 0, 1. Estudiando los limites laterales
en cada punto, se obtiene:

lim, , o+ f(2) = ( - - 72(1171—) =

lim, o~ f(z) = (_2(1i€0+) = —2(11_1+)) = +o0 N { discontinuidad esencial
—2(1—€97)

enx = —2




. 1
lim, ;- f(z) = =) =1 { discontinuidad esencial

lim, ;¢ f(z) = 1_61+OO =0 (de salto) en x =1
: 1
lim, o~ f(z) = 0-1-—e2 )= X . { discontinuidad esencial
lim, g+ f(z) = m = 400 enz =0
Luego x = —2 y = 1 son asintotas verticales. Ademas:

o= () = v o= ()

luego y = 0 es asintota horizontal en +0o y —oo.

(b) Usando los célculos del apartado anterior, un esbozo de la grafica de f es:

Problema 3
(a) Dada la funcién

fla) = ——2

1o

con a € R, jcémo se debe definir en © = a para que sea continua y derivable en todo
R? Calcula f'(a).

(b) Halla la ecuacién de la recta tangente a la curva
4+ +3=0

en el punto de abscisa x = 1.



Solucion:

(a) La funcién no estd definida en = = a, lo que supone su unico punto de discontinuidad.
Para que aqui sea continua, habra que definirla como

f(a) = lim f(z) = lim S - <0> lim L _ -1

T—a z—a ]l — eT=0 0 L’Ho_pital rz—a —e¥ 4

f(x):{m ,siz#a

-1 ,slT =a

es continua en toda la recta real. Su derivada es

l—e" "+ (x—a)e”* 14+ (r—a—1)""

fl(z) = (1—693—‘1)2 a _ez—a)Z , six#a
oy fl) = fla) 1f;z(ia_(_1)_ . rx—a+1—¢€*"7
fla) =l = = = = I e A — e

0 . 1—e*¢ ) 1—e*¢
= = hm == hm
0/ L'Hopital z—a 1 — 7% — (x —a)e*™@ az—al— (z—a+ 1)e*=@

0 . —etTa 1
= = lim ==
0 / L'Hopital z—a —(x — a + 2)e*=¢ 2

(b) Sustituyendo la abscisa x = 1, en la ecuacién de la curva, se obtiene la ordenada del
punto:

147+ 2 4+3=0 = P +9> +4=(y+2) )  ~y+2)=0 = y=—2

Derivando implicitamente la ecuacién de la curva:
—2z — 1

20 492 + 2zyy + 3%y =0 = ¢ = 72569 32

-3
- 3/(17 _2) = T

Luego la ecuacion de la recta tangente, en el punto de abscisa =z =1, es

y—(-2)= (@—1) = 3r+4y+5=0

Problema 4

(a) Estudia hasta qué orden existen las derivadas en = = 0 de la funcién

3 ,siz <0
- T
)= / ?Intdt ,sixz>0
0

(b) Usando el polinomio de Taylor de grado 3 en a = 1, aproxima el valor de la funcién
en z = 1/2 y acota el error cometido.



Solucion:

(a) Puesto que

1 1
lim z°lnz = lim DL (g) = lim _LQ = lim — =0
X

z—0t z—0t ?12 L’ Hopltal z—01

la funcién g(z) = 2?Inx se puede suponer continua por la derecha en x = 0 con
valor g(0) = 0, y la integral que define f no es impropia. Entonces,

lim,_,o- f(x) lim,_,o- z? =0 : N
lim, o+ f(z) =lim, o+ [; *Intdt = - ilg%)f(x) =0=10)

y la funcién es continua en x = 0. Usando el teorema fundamental del cédlculo
integral,

f’@c):{?””2 w0 {<f”)‘*m%*mg:0 }::fﬂ»:o

2?lnz ,siz>0 f(0%) =lim,_,or 22Inz =0
Andlogamente, puesto que f’ es continua,

f”(l‘ . 6x ,siz <0 { f//(o—) = ljmxﬂo_ 6 =0
r+2xlnx ,sixz >0 Y f”(OJr):hmmao+(x+2xlnx):o

luego f”(0) = 0. Finalmente, puesto que f” es continua,

() = 6 stz <0 y { f7(07) =lim,_,,-6=6
3+2Inz ,siz>0 f7(07) =lim, o+ (34 2Inz) = —o0

luego no existe f”/(0). Por lo tanto, en = 0 existen derivadas hasta el segundo
orden.

(b) Integrando por partes:

1 3 t=1 3 37t=1
= t L3 dt t —1
f(l):/ 2 Intdt = < d“_h;fl > {mt} - S [} i —
0 t=at o Jo 3t Itmo 9
donde la funcién g(t) = t3Int se considera definida en ¢t = 0 por el valor de su limite:
9(0) = lim;_,¢+ g(t) = 0. Ademas, sustituyendo en las derivadas correspondientes,

se tiene que f’(1) = 0, f”(1) =1y f”(1) = 3. Luego el polinomio de Taylor de
grado3ena=1,yel termmo complementario, son:
" 1 " 1
Ph@) = ) + O -1+ T @12 e By

1 (@—1?2  (z—1)

T T T
W o 4
T (z) = f4§€)(x—1)4:(xl2€1),confe(x,l)oﬁe(l,m)
Luego:
F/2) ~piaj2) = =+ 1L 2T g oasel..

9 8§ 16 144



CcOon un error:

1 \4
error = ‘T§(1/2)| = G-1) ! ! L < 0,01042

= < =
12¢ 12-24.¢ 7 12-23 96

yaque%<§<1.

Problema 5 Dadas las funciones

se pide:
(a) Calcula el area de la regién acotada limitada por sus dos gréficas.

(b) Calcula el drea de la regién no acotada situada entre las dos gréficas en el semiplano
x> 0.

Solucién: Resolviendo la ecuacién f(z) = g(x), se obtiene:

-1 2z—1
241 2x+1

= P -2r=0 = {ii

(a) La region acotada limitada por las graficas es:
A={(z,y) : 02 <2, f(z) <y <g(x)}

y su area es:

2 B 2 2
area(A) :/ R dx:/ 1- 2 —|1- 2 dz
0 2:L‘—|—1 .'L'2+1 0 2.’L‘+1 .'L'2+1

2
2 2 =2
:/0 <x2+1 - 2$+1> dr = [2arctanz — In |2z + 1]];=;

= 2arctan2 — Inb

(b) La regién no acotada, del semiplano x > 0, limitada por las gréficas es:
B={(z,y) : 2 <2< +o0, g(z) <y < flz)}
y su area es:
oo g2 -1 221 T2 2
area(B) = / :1:2 = dr = lim — dz
9 2+1 2x+1 r—+oo Jo \2r+1 22+1

1 _ T=r
= TBI-‘,I:IOO [n |2z + 1| — 2arctan x]; 5

= lim [In|2r + 1] — 2arctanr — In5 + 2arctan 2] = +o0
r—

+o0o



