FACULTAD DE INFORMATICA CURSO 99/00
DPTO. DE MATEMATICA APLICADA ALGEBRA LINEAL
EXAMEN FINAL DE SEPTIEMBRE (15/09/00)

SOLUCIONES

Ejercicio 1.

(a) Sean V y W dos espacios vectoriales, y f : V — W una aplicacién lineal. De-
muestra que el conjunto Ker f es un subespacio vectorial de V.

a b

(b) En el espacio vectorial Msy,2(R) = {(c d> s a,be,de R} se considera el subespa-

cio vectorial V = {(a b
b —a

que My o(R) =V W.

> ta,be ]R}. Encuentra un subespacio vectorial W tal

Solucién:
(a) Siu,veKerfya,/pB€R, entonces

flau+pv) = af(u)+Bf(v) =a0+ 50 =0

de donde au + v € Ker f. Luego Ker f es un subespacio vectorial de V.
(b) Una base de V es

By = {((1) _01> , ((1) é)} = {(1,0,0,-1), (0,1,1,0)}

siendo ésta ultima expresién respecto de la base usual de Ma,2(R). Extendiendo esta base con los

vectores (matrices):
{(0,0,1,0), (0,0,0,1)} = {((1) 8) , (8 ?)}

se obtiene una base de Mg, o(R). Luego

v=e(100) 6 2))

es un subespacio vectorial que verifica: V& W = Mayo(R).

Ejercicio 2. Sea f : R? — R* un homomorfismo que verifica:
Ker f = L ({(1,1,1), (2,1,2), (0,1,0)})
Im f = {(z,y,2,1) ER' iz +20=0,24+2+t=0, z+t=0}
(a) Halla una base del Ker f, y extiéndela a una base B de R3.
(b) Halla una base de Im f, y extiéndela a una base B’ de R*.

(c) Halla la matriz de f respecto de las bases B y B'.



(d) Halla su matriz de f respecto de las bases canénicas de R y R*.

Solucidn:

(a) Usando operaciones elementales:
111 111 1 01
21 2]—=1010)]—=1010
010 010 0 00

se obtiene una base del Ker f, Bger f = {(1,0,1), (0,1,0)}, que se completa con el vector (0,0,1)
para formar una base de R3:

B ={(1,0,1), (0,1,0), (0,0,1)}

(b) Las ecuaciones paramétricas de Im f son:

T+2=0 xfg
z+z4+t=0 —mzrz=2=1t=0— Z:O , «a €R
z4+1t=0 t—_O

Luego una base de Im f es By, f = {(0,1,0,0)}, que se puede extender hasta formar la base de R*:
BI = {(]‘7 07 07 0)7 (07 ]'7 07 0)7 (07 07 ]'7 0)7 (07 07 07 1)} = Bé

que es la base candnica.
(c) La matriz de f respecto de las bases By B’ es

M(f,B,B')=A= , a#0

o O O O
o O O O
o O O

(d) Teniendo en cuenta que B’ = B!, que la matriz del cambio de base en R? de B a B, es
1 00
M(B,B)=P=1[0 1 0
1 01

y el siguiente diagrama:

!

(R3)B 4, (RY)B

TP_l ll
(R?’)BC é (R4)Bé

la matriz de f respecto de las bases candnicas es:

00 0 0 0 0
0 0 a 100 a 0 a
N __ _ -1 __ _ -
M (f,B.,B.) =C =IAP™" = 00 0 _01 (1) (1) =10 0 ol a#0
00 0 0 00



Ejercicio 3. Sea f : R?> — R3 el endomorfismo definido, respecto de la base canécica,
por la matriz

1 2
A=(2 1 -2
2 2 =3
(a) Halla los autovalores de f y los subespacios propios asociados.

(b) Estudia si f es diagonalizable y, en caso afirmativo, halla una base en la que su
matriz sea diagonal.

(c) Halla A8,

Solucién:
(a) El polinomio caracteristico es

1—A 2 -2
PA)=|A=X|=| 2 1-Xx =2 |=-XA+1)*X1-1)
2 2 -3-A
luego los autovalores de f son A = —1, de multiplicidad 2, y A = 1, de multiplicidad 1. Los
subespacios propios son:
2 2 =2 x
S(—)={v:A+)v=0}=<((z,y,2) : |2 2 =2 |y]|] =0
2 2 =2 z
={(z,y,2) : x+y—2=0}=L({(1,0,1), (0,1,1)})
0 2 -2 T
S1)y={v:(A-I)v=0}=<((z,y,2) : |2 0 =2 y| =0
2 2 -4 z
y—z=20

_ {(x,y,z) : } — L({(L, L)}

r—2z=0

(b) Si, es diagonalizable porque todos los autovalores son reales y la dimensién de los subespacios
propios coincide con la multiplicidad de los autovalores correspondientes. Respecto de la base

B ={(1,0,1), (0,1,1), (1,1,1)}

la matriz es diagonal:

-1 0 0 101
D=|0 -1 0|=pP'AP con P=(0 1 1
0 0 1 111

(c) Puesto que A = PDP~!, se cumple que:

(—1)198 0 0
A198 _ pp19¥p-1 _ p 0 (_1)198 0 pl_oprpl—=7g
0 0 11



Ejercicio 4.

(a) En R?, dado el plano 7, = z+y — z = 2, encuentra las ecuaciones de la simetria S,
respecto de ms.

(b) Sea S;, la simetria respecto del plano m = z = 1, cuya ecuacién es:

z! 0 1 0 O T
y)=(o]+lo1 o]y
2! 2 00 -1 z

Halla las ecuaciones del movimiento M = S;, o S;,, demuestra que es un giro y
encuentra su eje.

Solucién:

(a) La matriz de la simetria respecto del plano m3 = z +y — 2z = 2 en la base B =
{vi=(1,0,1), vo = (0,1,1), v3 = (1,1,—1)}, formada por dos vectores paralelos a 7y (vi y v2)
y otro ortogonal (v3), y en la base candnica son:

10 0
M(S.,B)=[0 1 0

00 —1

10 100101‘111—22
M@y, B)=[0o1 1)]o1 offo1 1 =32 1 2)=4

11 -1/ \oo -1/ \1 1 -1 2 2 1

La simetria respecto del plano m serd S;,(u) = Au + b manteniendo fijos los puntos del plano,
por ejemplo (1,1,0), luego:

1 -1 1 4 1
Sr(1,1,0)=A[1])4+b=-|-1]+b=|[1 — b:§ 1
0 4 0 -1
Por lo tanto:
1 1 -2 2 4 1
Sr,(u) = 3 -2 1 2)lu+ 3 1
2 2 1 -1

(b) Las ecuaciones del movimiento M = Sy, o Sy, son

1 0 0 1 1 -2 2 4 1 0
M(u)=|(0 1 0 3 -2 1 2]u+ 3 1 +10
0 0 -1 2 2 1 -1 2
1 -2 2 4
= % -2 1 2 Ju+ % 4
-2 -2 -1 10
El conjunto de vectores invariantes por este movimiento es
1 -2 2 x 4 T
1 1 =
M) =ue=z (-2 1 2 | [y]+5{a]=y <:>{$+y_i’
—2 -2 —1) \z 10 z “=

que corresponde a una recta, luego el movimiento es un giro y éste es el eje de giro.



