FACULTAD DE INFORMATICA CURSO 99/00
DPTO. DE MATEMATICA APLICADA ALGEBRA LINEAL
EXAMEN FINAL DE JUNIO (9/06/00)

SOLUCIONES

Ejercicio 1. En P3(R), el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual
que 3, se consideran los subespacios vectoriales:

S ={p(z) € P3(R) : p(1) + p(0) = 0, p(—1) + p(0) = 0}
T=L({-1+z+2*+2° v+2° bl +2°) +2° —1+22+2°+bz’})
(a) Obtén las ecuaciones implicitas y paramétricas de S.
(b) Halla, segiin los valores del parametro b € R, las dimensiones de 7', S+T y SNT.

Solucién: Respecto de la base usual, p(x) = ag + a1z + asx? + azz® = (ag, a1, as, a3).
(a) Ecuaciones implicitas:

p(1) +p(0) =0 2a0 + a1 +az+a3 =0 N 2a0 +as =0
p(—1)+p(0) =0 2a0 —a1+as —az3 =0 a1 +a3=0

Ecuaciones paramétricas:

ay = &
alzﬁ
as = —2a *fER
agz—ﬂ

(b) Del apartado anterior, dim S = 2 y una base
Bs = {(1,0,-2,0) =1 — 2%, (0,1,0,—1) =z — 2%}

Haciendo operaciones elementales con los generadores de T' y .S + T', se obtiene:

-1 1 1 1 -1 1 1 1 -1 1 1 1
o101l _fo 1o 1| _fo 10 1
b 0 b 1 0 b 26 b+1 0 0 2b 1
-1 2 1 b 0 1 0 b-—1 0 0 0 b—2
1 0 -2 0 1 0 -2 0 10 =2 0
0 1 0 -1 01 0 -1 01 0 -1
-1 1 1 1 N 01 -1 1 N 0O 0 1 =2
0 1 0 1 0 0 O 2 0 0 O 2
0 0 2b 1 0 0 2b 1 0 0 O 0
0 0 0 b-—2 00 0 b-2 0 0 O 0

de donde:
3 ib=00b=2
dim(S +T) =4 dimT=1{" "% °
4 sib#£0yb#£2

1 ,sib=00b=2

dim(SNT)=dimS +dim7 —dim(S + T) =
im( ) im im im( ) {2 sib£ 0y b2



Ejercicio 2. Sea f : R* — R* un endomorfismo tal que
f(]-a]-aoao) :(071707_1)7 f(]-aoa]-ao) :(1717170)7 y Kerf:Imf

Halla su matriz respecto de la base candnica.
Solucién: En R* se considera la base canénica B. = {e}, ez, e3,e4}, y la base

B ={u; =(1,1,0,0), us = (1,0,1,0), u3 = (0,1,0,—-1), us = (1,1,1,0)}

Segun los datos del problema f(u;) = us, f(ug) = ug y Ker f = Im f = L ({us,uq}), es decir
f(u3) = f(uyq) = 0. Por lo tanto

f(ar) = f(e1) + f(e2) =(0,1,0,-1) fler) =(1,2,1,-1)
f(uQ) = f(el) + f(e3) = (la L, 1,0) — f(eQ) = (_la -1, —1,0)
f(ug) = f(e2) — f(ed) = (0,0,0,0) fles3) =(0,-1,0,1)
f(aa) = fle1) + f(e2) + f(es) =(0,0,0,0) fled) = (=1,-1,-1,0)
La matriz de f, respecto de la base candnica, es
1 -1 0 -1
M= T
-1 0 1 0

Ejercicio 3. Sea f : V — V un endomorfismo sobre el espacio vectorial V' de dimensién
n. Define el concepto de endomorfismo diagonalizable y enuncia condiciones necesarias
y suficientes para que f sea diagonalizable en R.

Solucién: Un endomorfismo es diagonalizable si existe una base respecto de la que su matriz es
diagonal.

La condicién necesaria y suficiente para que un endomorfismo sea diagonalizable en R es que
admita una base formada por autovectores, para lo que es necesario que todos sus autovalores sean
reales y que la dimensiéon de cada subespacio propio coincida con la multiplicidad del autovalor
correspondiente.



Ejercicio 4. En R*, con el producto escalar usual, se considera el hiperplano
H = {(171,272,1133,[134) ER' 14 —x3 — a4 = 0}
Halla:
(a) Una base ortonormal de H.
(b) La distancia del vector OA4 = (1,0,1,1) al hiperplano H.
(c¢) La proyeccién sobre H de la recta que pasa por A(1,0,1,1) y B(2,0,0,1).

Solucién: Las ecuaciones paramétricas y una base de H son:

Ir1 =«
€T =
] — 23— x4 =0 = 2=F a, 8,7y ER
r3 =7y
Ty =0 —7

B = {111 = (170707 1)7 U = (07 17070)7 uz = (0707 L, _1)}
(a) Aplicando el proceso de Gram-Schmidt:
V] =u; = (1,0,0, 1)
Vo = U = (0, 1,0,0)

usz - Vvi us - vo -1 0 1 -1
Vi Ve =u3— Vi Vo= <§a0,1a7 // (1,0,2,-1)

V3 =u3

- 2 - 2
[[v1ll [[vall

Dividiendo cada uno de los vectores obtenidos por su norma, se obtiene la base ortonormal:

1 1
Born = {Wl = ﬁ(laoaoa 1), W2 = (03 1,0,0), w3 = %(1a032a_1)}

(b) Se halla la proyeccién del vector sobre H:

2 2
proyH(ﬁ = ((ﬂ-w1> w1 + ((ﬁ-w2> w9 + ((ﬁ-w;»,) w3 = —w; + 0wy + —w3
V2 V6
1 2 -1 4 2 2
= (1,0,0,1 =0, -, = ]=1505,Z
(’ 9’ ) )+<3’ ’3’ 3> <3’ ’3’3)
y entonces, la distancia es
-1 11 1
1(0A 1) =04 - proy 04| = | (055 | = 5
(c) La proyeccién de la recta que pasa por A y B es la recta que pasa por los puntos
— 4 2 2
A'=0A :proygmiz 50,5, 2
333
—
B':OB':proyH@: (O?'W1>W1+(@'W2>W2+<@'W3>W3
3 1 3 3 1 1 -1 5 14
=— 0 —w3 =(-,0,0, = —-0,-,— ) =1(5,0,-,
2W1+ wa + \/€W3 (23 ) 32)+(63 a3a 6> <3a a3a3>
luego la recta proyeccion es
— =

4 2 2 1 -1 2
u=0A"+aA'B' = (z1,22,73,14) = (5,0, 3 §> +a (— 0 >



Ejercicio 5.

(a) Halla las ecuaciones del movimiento M = Gp, o S,, en R?, que se obtiene al
componer la simetria respecto de la recta r = z — /3y = 1 con el giro de centro
P(1,0) y dngulo o = 7/2.

(b) Determina el tipo de movimiento que es M y halla, si existen, sus puntos fijos.

Solucién:
(a) La matriz de la simetria S,(u) = Aju+ by es

() ) )

y, puesto que los puntos de la recta son fijos y (1,0) € r, entonces

i1 (1) = () = o= () 1) -

La matriz del giro Gpq(u) = Aou + by es
A — cosm/2 —senm/2) (0 -1
27 \sen7w/2 cosw/2 ) \1 0

y, puesto que el centro de giro (1,0) es un punto fijo, entonces

o0, 0 () = () - ()

Las ecuaciones del movimiento son
M(u) = GP,a o S’r(u) = Gp,a (Sr(u)) = Ag (Alu + bl) + b2 = A2A1u + Agbl =+ bg

Operando:

M(u)ZAu+b:%<_\1/§ \}g)u+%<2ti/§>

(b) Se halla el subespacio invariante S(1) asociado a la matriz A:

s (U0 S ) o= LTS = 2

Puesto que dim S(1) = 1, el movimiento es una simetria o simetria deslizante. Se buscan, si existen,
los puntos fijos:

—(V34+2)z4+y=—2-3

v+ (V3—2y =1 — 4+ (V3-2y=1

Au+b:u:>(A—I)u:—b:>{

Luego los puntos fijos son los puntos de la recta z + (v/3 —2)y = 1 y el movimiento es una simetria
respecto de dicha recta.



