
FACULTAD DE INFORMATICA CURSO 99/00

DPTO. DE MATEM�ATICA APLICADA �ALGEBRA LINEAL

EXAMEN FINAL DE JUNIO (9/06/00)

SOLUCIONES

Ejercicio 1. En P3(R), el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual

que 3, se consideran los subespacios vectoriales:

S = fp(x) 2 P3(R) : p(1) + p(0) = 0; p(�1) + p(0) = 0g
T = L ���1 + x+ x2 + x3; x+ x3; b(1 + x2) + x3; �1 + 2x+ x2 + bx3

	�
(a) Obt�en las ecuaciones impl��citas y param�etricas de S.

(b) Halla, seg�un los valores del par�ametro b 2 R, las dimensiones de T , S + T y S \ T .
Soluci�on: Respecto de la base usual, p(x) = a0 + a1x+ a2x

2 + a3x
3 = (a0; a1; a2; a3).

(a) Ecuaciones impl��citas:�
p(1) + p(0) = 0
p(�1) + p(0) = 0

=)
�

2a0 + a1 + a2 + a3 = 0
2a0 � a1 + a2 � a3 = 0

=)
�

2a0 + a2 = 0
a1 + a3 = 0

Ecuaciones param�etricas: 8>><
>>:

a0 = �

a1 = �

a2 = �2�
a3 = ��

�; � 2 R

(b) Del apartado anterior, dimS = 2 y una base

BS =
�
(1; 0;�2; 0) = 1� 2x2; (0; 1; 0;�1) = x� x3

	
Haciendo operaciones elementales con los generadores de T y S + T , se obtiene:0

BB@
�1 1 1 1

0 1 0 1

b 0 b 1

�1 2 1 b

1
CCA �!

0
BB@
�1 1 1 1

0 1 0 1

0 b 2b b+ 1

0 1 0 b� 1

1
CCA �!

0
BB@
�1 1 1 1

0 1 0 1

0 0 2b 1

0 0 0 b� 2

1
CCA

0
BBBBBB@

1 0 �2 0

0 1 0 �1
�1 1 1 1

0 1 0 1

0 0 2b 1

0 0 0 b� 2

1
CCCCCCA
�!

0
BBBBBB@

1 0 �2 0

0 1 0 �1
0 1 �1 1

0 0 0 2

0 0 2b 1

0 0 0 b� 2

1
CCCCCCA
�!

0
BBBBBB@

1 0 �2 0

0 1 0 �1
0 0 1 �2
0 0 0 2

0 0 0 0

0 0 0 0

1
CCCCCCA

de donde:

dim(S + T ) = 4 dimT =

(
3 , si b = 0 o b = 2

4 , si b 6= 0 y b 6= 2

dim(S \ T ) = dimS + dimT � dim(S + T ) =

(
1 , si b = 0 o b = 2

2 , si b 6= 0 y b 6= 2
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Ejercicio 2. Sea f : R4 �! R
4 un endomor�smo tal que

f(1; 1; 0; 0) = (0; 1; 0;�1) ; f(1; 0; 1; 0) = (1; 1; 1; 0) ; y Ker f = Im f

Halla su matriz respecto de la base can�onica.

Soluci�on: En R4 se considera la base can�onica Bc = fe1; e2; e3; e4g, y la base

B = fu1 = (1; 1; 0; 0); u2 = (1; 0; 1; 0); u3 = (0; 1; 0;�1); u4 = (1; 1; 1; 0)g

Seg�un los datos del problema f(u1) = u3, f(u2) = u4 y Ker f = Im f = L (fu3;u4g), es decir

f(u3) = f(u4) = 0. Por lo tanto8>><
>>:

f(u1) = f(e1) + f(e2) = (0; 1; 0;�1)
f(u2) = f(e1) + f(e3) = (1; 1; 1; 0)

f(u3) = f(e2) � f(e4) = (0; 0; 0; 0)

f(u4) = f(e1) + f(e2) + f(e3) = (0; 0; 0; 0)

=)

8>><
>>:

f(e1) = (1; 2; 1;�1)
f(e2) = (�1;�1;�1; 0)
f(e3) = (0;�1; 0; 1)
f(e4) = (�1;�1;�1; 0)

La matriz de f , respecto de la base can�onica, es

M (f;Bc) =

0
BB@

1 �1 0 �1
2 �1 �1 �1
1 �1 0 �1
�1 0 1 0

1
CCA

Ejercicio 3. Sea f : V �! V un endomor�smo sobre el espacio vectorial V de dimensi�on

n. De�ne el concepto de endomor�smo diagonalizable y enuncia condiciones necesarias

y su�cientes para que f sea diagonalizable en R.

Soluci�on: Un endomor�smo es diagonalizable si existe una base respecto de la que su matriz es

diagonal.

La condici�on necesaria y su�ciente para que un endomor�smo sea diagonalizable en R es que

admita una base formada por autovectores, para lo que es necesario que todos sus autovalores sean

reales y que la dimensi�on de cada subespacio propio coincida con la multiplicidad del autovalor

correspondiente.
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Ejercicio 4. En R
4 , con el producto escalar usual, se considera el hiperplano

H =
�
(x1; x2; x3; x4) 2 R4 : x1 � x3 � x4 = 0

	
Halla:

(a) Una base ortonormal de H.

(b) La distancia del vector
�!
OA = (1; 0; 1; 1) al hiperplano H.

(c) La proyecci�on sobre H de la recta que pasa por A(1; 0; 1; 1) y B(2; 0; 0; 1).

Soluci�on: Las ecuaciones param�etricas y una base de H son:

x1 � x3 � x4 = 0 =)

8>><
>>:

x1 = �

x2 = �

x3 = 


x4 = �� 


�; �; 
 2 R

B = fu1 = (1; 0; 0; 1); u2 = (0; 1; 0; 0); u3 = (0; 0; 1;�1)g
(a) Aplicando el proceso de Gram-Schmidt:

v1 = u1 = (1; 0; 0; 1)

v2 = u2 = (0; 1; 0; 0)

v3 = u3 �
u3 � v1
kv1k2

v1 �
u3 � v2
kv2k2

v2 = u3 �
�1
2
v1 �

0

1
v2 =

�
1

2
; 0; 1;

�1
2

�
== (1; 0; 2;�1)

Dividiendo cada uno de los vectores obtenidos por su norma, se obtiene la base ortonormal:

BOTN =

�
w1 =

1p
2
(1; 0; 0; 1); w2 = (0; 1; 0; 0); w3 =

1p
6
(1; 0; 2;�1)

�

(b) Se halla la proyecci�on del vector sobre H:

proyH
�!
OA =

��!
OA �w1

�
w1 +

��!
OA �w2

�
w2 +

��!
OA �w3

�
w3 =

2p
2
w1 + 0w2 +

2p
6
w3

= (1; 0; 0; 1) +

�
1

3
; 0;

2

3
;
�1
3

�
=

�
4

3
; 0;

2

3
;
2

3

�

y entonces, la distancia es

d
��!
OA;H

�
=



�!OA� proyH

�!
OA




 =





��1

3
; 0;

1

3
;
1

3

�



 = 1p
3

(c) La proyecci�on de la recta que pasa por A y B es la recta que pasa por los puntos

A0 =
��!
OA0 = proyH

�!
OA =

�
4

3
; 0;

2

3
;
2

3

�

B0 =
��!
OB0 = proyH

�!
OB =

��!
OB �w1

�
w1 +

��!
OB �w2

�
w2 +

��!
OB �w3

�
w3

=
3p
2
w1 + 0w2 +

1p
6
w3 = (

3

2
; 0; 0;

3

2
) +

�
1

6
; 0;

1

3
;
�1
6

�
=

�
5

3
; 0;

1

3
;
4

3

�

luego la recta proyecci�on es

u =
��!
OA0 + �

��!
A0B0 =) (x1; x2; x3; x4) =

�
4

3
; 0;

2

3
;
2

3

�
+ �

�
1

3
; 0;

�1
3
;
2

3

�
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Ejercicio 5.

(a) Halla las ecuaciones del movimiento M = GP;� � Sr, en R
2 , que se obtiene al

componer la simetr��a respecto de la recta r � x �
p
3y = 1 con el giro de centro

P (1; 0) y �angulo � = �=2.

(b) Determina el tipo de movimiento que es M y halla, si existen, sus puntos �jos.

Soluci�on:

(a) La matriz de la simetr��a Sr(u) = A1u+ b1 es

A1 =

�p
3 1

1 �
p
3

��
1 0

0 �1
��p

3 1

1 �
p
3

��1

=
1

2

�
1

p
3p

3 �1

�

y, puesto que los puntos de la recta son �jos y (1; 0) 2 r, entonces

Sr(1; 0) = A1

�
1

0

�
+ b1 =

�
1

0

�
=) b1 =

�
1

0

�
�A1

�
1

0

�
=

1

2

�
1

�
p
3

�

La matriz del giro GP;�(u) = A2u+ b2 es

A2 =

�
cos �=2 � sen�=2

sen�=2 cos �=2

�
=

�
0 �1
1 0

�

y, puesto que el centro de giro (1; 0) es un punto �jo, entonces

GP;�(1; 0) = A2

�
1

0

�
+ b2 =

�
1

0

�
=) b2 =

�
1

0

�
�A2

�
1

0

�
=

�
1

�1
�

Las ecuaciones del movimiento son

M(u) = GP;� � Sr(u) = GP;� (Sr(u)) = A2 (A1u+ b1) + b2 = A2A1u+A2b1 + b2

Operando:

M(u) = Au+ b =
1

2

��p3 1

1
p
3

�
u+

1

2

�
2 +

p
3

�1
�

(b) Se halla el subespacio invariante S(1) asociado a la matriz A:

(A� I)u =
1

2

��p3� 2 1

1
p
3� 2

��
x

y

�
= 0 =)

� �(
p
3 + 2)x+ y = 0

x+ (
p
3� 2)y = 0

=)
�

x = (2�
p
3)�

y = �

Puesto que dimS(1) = 1, el movimiento es una simetr��a o simetr��a deslizante. Se buscan, si existen,
los puntos �jos:

Au+ b = u =) (A� I)u = �b =)
� �(

p
3 + 2)x+ y = �2�

p
3

x+ (
p
3� 2)y = 1

=) x+ (
p
3� 2)y = 1

Luego los puntos �jos son los puntos de la recta x+(
p
3� 2)y = 1 y el movimiento es una simetr��a

respecto de dicha recta.
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