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SOLUCIONES

Problema 1. En R
4 se consideran los subespacios

S = L (f(1; 0;�1; 2); (1; 1; 1;�1); (1;�2;�5; 8)g)

T = f(x1; x2; x3; x4) : x1 � 2x2 � 3x3 = 0; x2 + 2x3 � x4 = 0g

(a) Halla, si es posible, un subespacio que sea a la vez suplementario de S y de T .

(b) Halla la dimensi�on y una base de los subespacios S \ T y S + T .

(c) Halla las ecuaciones impl��citas del hiperplano paralelo a S que pasa por los puntos

A(1; 0; 2;�1) y B(2;�1; 3; 1).

Soluci�on:

(a) Se halla una base de S:
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de donde BS = fu1 = (1; 0;�1; 2);u2 = (0; 1; 2;�3)g, y una base de T :

�
x1 � 2x2 � 3x3 = 0

x2 + 2x3 � x4 = 0
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de donde BT = fv1 = (�1;�2; 1; 0);v2 = (2; 1; 0; 1)g, o mejor:
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v01 = (1; 2;�1; 0);v02 = (0;�3; 2; 1)

	

Estas dos bases se pueden extender, con los vectores e3 = (0; 0; 1; 0) y e4 = (0; 0; 0; 1), para formar

una base de R4 , luego

R = L (f(0; 0; 1; 0); (0; 0; 0; 1)g)

es, a la vez, suplementario de S y de T .

(b) S + T es el subespacio generado por BS [BT , luego
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de donde

BS+T = f(1; 0;�1; 2); (0; 1; 2;�3); (0; 0; 1;�1)g y dim(S + T ) = 3
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y, por tanto, dim(S \ T ) = 1. Para que un vector u = �u1 + �u2 = (�; �;�� + 2�; 2� � 3�) 2 S

pertenezca tambi�en a T , ha de veri�car sus ecuaciones impl��citas, es decir:

�
�� 2� � 3(��+ 2�) = 0

� + 2(��+ 2�)� (2�� 3�) = 0
=) �� 2� = 0 =) � = 2�

Luego

S \ T = fu = 2�u1 + �u2 = (2�; �; 0; �) : � 2 Rg = L (f(2; 1; 0; 1)g)

y BS\T = f(2; 1; 0; 1)g.
(c) Puesto que S = L (fu1 = (1; 0;�1; 2);u2 = (0; 1; 2;�3)g), el hiperplano pedido es
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AB = (1;�1; 1; 2), cuyas ecuaciones param�etricas son:
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Eliminando par�ametros:

0
BB@

1 0 1 x1 � 1

0 1 �1 x2
�1 2 1 x3 � 2

2 �3 2 x4 + 1

1
CCA �!

0
BB@

1 0 1 x1 � 1

0 1 �1 x2
0 2 2 x1 + x3 � 3

0 �3 0 �2x1 + x4 + 3

1
CCA �!

0
BB@

1 0 1 x1 � 1

0 1 �1 x2
0 0 4 x1 � 2x2 + x3 � 3

0 0 �3 �2x1 + 3x2 + x4 + 3

1
CCA �!

0
BB@

1 0 1 x1 � 1

0 1 �1 x2
0 0 4 x1 � 2x2 + x3 � 3

0 0 0 �5x1 + 6x2 + 3x3 + 4x4 + 3

1
CCA

la ecuaci�on impl��cita del hiperplano es 5x1 � 6x2 � 3x3 � 4x4 = 3.

Problema 2. Sea f : P2(R) �! R
3 la aplicaci�on lineal de�nida por

f
�
a+ bx+ cx2

�
= (a+ 2b+ c; b+ c;�a+ b+ 2c)

(a) Halla su matriz (respecto de las bases can�onicas) y bases del n�ucleo e imagen.

(b) Halla una base de f�1 (L (f(2; 1; 1)g)).

(c) >Es un subespacio vectorial la imagen de todos los polinomios que se anulan en

x = 0? En caso a�rmativo, halla una base de dicho subespacio.

(d) Si S es un subespacio suplementario de Im f en R
3 , >qui�en es f�1(S)?

Soluci�on:

(a) La matriz de la aplicaci�on lineal es
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Una base de la imagen es
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Las ecuaciones del n�ucleo son:

f(a; b; c) = 0 =)

8<
:

a+ 2b+ c = 0

b+ c = 0

�a+ b+ 2c = 0
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y una base BKer f =
�
(1;�1; 1) = 1� x+ x2

	
.

(b) Se hallan las ecuaciones impl��citas de L (f(2; 1; 1)g):
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x = 2�

y = �
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x� 2y = 0

x� 2z = 0

y entonces

f�1 (L (f(2; 1; 1)g)) = fp = (a; b; c) : f(a; b; c) = (a+ 2b+ c; b+ c;�a+ b+ 2c) 2 L (f(2; 1; 1)g)g

=
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p = (a; b; c) :

a+ 2b+ c� 2(b+ c) = 0

a+ 2b+ c� 2(�a+ b+ 2c) = 0

�
= fp = (a; b; c) : a� c = 0g

Una base es

a� c = 0 =)
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(1; 0; 1) = 1 + x2; (0; 1; 0) = x

	

(c) Si, pues el conjunto P de todos los polinomios que se anulan en x = 0 es un subespacio vectorial:

P =
�
p = p(x) = a+ bx+ cx2 : p(0) = 0

	
=
�
p = bx+ cx2 : b; c 2 R

	
= L

��
x; x2

	�

Adem�as

f(P ) = L
��
f(x); f(x2)

	�
= L (ff(0; 1; 0); f(0; 0; 1)g) = L (f(2; 1; 1); (1; 1; 2)g)

de donde Bf(P ) = f(2; 1; 1); (1; 1; 2)g.
(d) Si R3 = S � Im f , entonces S \ Im f = f0g, de donde

f�1(S) = f�1(0) = Ker f
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