FACULTAD DE INFORMATICA CURSO 99/00
DPTO. DE MATEMATICA APLICADA ALGEBRA LINEAL
PARCIAL (31/03/00) GRUPO 12M

SOLUCIONES

Problema 1. En R* se consideran los subespacios

S=1L ({(]—707 _17 2)7 (17 ]-7 17 _1)7 (17 _27 _57 8)})
T = {(z1,22,23,24) : T1 —2x92 —3x3 =0, 3 + 223 — x4 = 0}

(a) Halla, si es posible, un subespacio que sea a la vez suplementario de S y de 7.
(b) Halla la dimensién y una base de los subespacios SNT y S+ T.

(c) Halla las ecuaciones implicitas del hiperplano paralelo a S que pasa por los puntos
A(1,0,2,-1) y B(2,—1,3,1).

Solucidn:
(a) Se halla una base de S:

1 0 -1 2 1 0 -1 2 10 -1 2
1 1 1 -1]—f{01 2 -3]—101 2 =3
1 -2 -5 8 0 2 4 -6 00 0 O
de donde Bg = {u; = (1,0,—1,2),uy = (0,1,2,—-3)}, y una base de T"
1= —a+206
:L‘1—21132—31133:0 $2:_2a+ﬁ_
{x2+2x3—x4:0 - T3 = « P fER
ry=p

de donde By = {vy; = (—1,-2,1,0),vy = (2,1,0,1)}, o mejor:

-1 -2 1 0) __

2 1 01
Estas dos bases se pueden extender, con los vectores e3 = (0,0,1,0) y e4 = (0,0,0,1), para formar
una base de R*, luego

(b2 5 ) =m=ti=n2100=0-321)

R =L({(0,0,1,0),(0,0,0,1)})

es, a la vez, suplementario de S y de T'.
(b) S+ T es el subespacio generado por Bg U Br, luego

1 0o -1 2 1 0 -1 2 1 0 -1 2 1 0 -1 2

0 1 2 -3 . 0 2 -3 . 01 2 -3 . 01 2 -3

-1 -2 1 0 0 -2 0 2 0 0 4 -4 00 1 -1

2 1 0 1 0 1 2 -3 0 0 0 0 0 0 O 0
de donde

BS+T = {(1707 _172)7 (07 ]-727 _3)7 (0707 ]-7 _1)} y dlm(S + T) =3



y, por tanto, dim(S NT) = 1. Para que un vector u = au; + fuy = (o, B, —a + 26,2 — 36) € S
pertenezca también a T', ha de verificar sus ecuaciones implicitas, es decir:

a—28—=3(-a+28)=0 - B
{5+2(—a+2ﬁ)—(2a_35):0 = a-28=0=a=243

Luego
SNT = {11: 2/6111 +Bu2 = (2/67/67076) : B € R} :L({(2717071)})

y BSﬂT = {(2a 130’ 1)}
(c) Puesto que S = L ({u; = (1,0,—1,2),us = (0,1,2,—3)}), el hiperplano pedido es

H = (ﬁl—i—L ({ul,ug,/ﬁ}>

con AB = (1,—1,1,2), cuyas ecuaciones paramétricas son:

$1:1+Ol+7
To=f—7 .
r3=2—a+20+7v i oy ER
x4 =—14+2a—30+ 2y
Eliminando pardmetros:
1 0 1 |xz1—1 1 0 1 z;—1
1 -1 T R 0o 1 -1 T9 .
-1 2 1 |x3—2 0 2 2 r1+x3—3
2 -3 2 |xzs4+1 0 -3 0 |—2214+x4+3
1 0 1 1 —1 1 0 1 1 —1
01 -1 T9 01 -1 To
—
0 0 4 1 —2x9 + 13 — 3 0 0 4 T — 229+ a3 — 3
0 0 =3|—2x1+3r2+z4+3 0 0 O |—-bxy+6zy+3z3+4z4+3

la ecuaciéon implicita del hiperplano es 5x1 — 629 — 3x3 — 424 = 3.

Problema 2. Sea f : P3(R) — R? la aplicacién lineal definida por

f(a+bz+cz®) = (a+2b+c,b+c,—a+b+2c)
(a) Halla su matriz (respecto de las bases candnicas) y bases del niticleo e imagen.
(b) Halla una base de f ' (L ({(2,1,1)})).

(c) (Es un subespacio vectorial la imagen de todos los polinomios que se anulan en
z =07 En caso afirmativo, halla una base de dicho subespacio.

(d) Si S es un subespacio suplementario de Im f en R?, ;quién es f!(S5)?

Solucidn:
(a) La matriz de la aplicacién lineal es

1 2 1\ [a 121
f(a+bz+cz?®) = fla,bye)=| 0 1 1 b| = M(f,Be,B;)=|0 11
-1 1 2 c -1 1 2

\)



Una base de la imagen es

10 -1 1 0 -1 1 0 -1
21 1 |—(01 3|—1[01 3 ]|= Bus=1{(1,0,-1),(0,1,3)}
11 2 01 3 00 0

Las ecuaciones del nicleo son:

a+2b+c=0 o+ b= a=a«a
fla,bye) =0= ¢ b+c=0 :{b—i—c:o = =—a ;a€eR
—a+b+2c=0 - c=a

y una base Bgerf = {(1, -L,)=1-=z +$2}.
(b) Se hallan las ecuaciones implicitas de L ({(2,1,1)}):

Tz =2«
y=a ;acER= r=2y=0
z—22=0

y entonces
FHEEE L)) ={p=(a,b,c) : fla,b,c) =(a+2b+c,b+c,—a+b+2c)€ L({(2,1,1)})}

B B _ a+2b+c—2(b+c)=0 o o
—{p—(a,b,c). a+2b+c—2(—a+b+20):0}_{p_(a’b’c)'a ¢=0}

Una base es
a=«
a—c=0=¢ b= ;a,fER= B={(1,0,1) =1+2%(0,1,0) =z}
c=a«
(c) Si, pues el conjunto P de todos los polinomios que se anulan en z = 0 es un subespacio vectorial:
pP= {p:p(x) =a+ bz +cz? : p(0) :0} = {p:ba:—i—c:l:2 : b,cG]R} :L({x,xZ})
Ademds
F(P) = L ({f(2), Fz*)}) = L{F(0,1,0), £(0,0,1)}) = L({(2,1,1),(1,1,2)})

de donde Bypy = {(2,1,1),(1,1,2)}.
(d) Si R® = S@®Im f, entonces SN Im f = {0}, de donde

fHS)=f71(0) =Ker f



