FACULTAD DE INFORMATICA CURSO 98/99
DPTO. DE MATEMATICA APLICADA ALGEBRA LINEAL
EXAMEN FINAL DE SEPTIEMBRE (15/09/99)

SOLUCIONES

Ejercicio 1. Sea f : IP,(R) — IP;(R) dada por
f(az® + bz +c) =2(a—c)z® + (c—a)z + b+ 2c
1. Calcular la matriz de la aplicacién f con respecto a la base usual de I(R).

2. Calcular las ecuaciones implicitas de Ker f y las ecuaciones paramétricas de Im f,
especificando una base de cada uno de ellos.

3. Razonar si f es isomorfismo (biyectiva).
4. Calcular ! (L {2:1:2 —x+ 1})

Solucién:
1. Si B = {1,z,2?} es la base usual de IP»(R), entonces

2 1 0 c 2 1 0
fle,bya) = (b+2c,c—a,2a—2¢)=1 1 0 —1 b| = M(f,B)=A=|1 0 -1
-2 0 2 a -2 0 2
2. Las ecuaciones implicitas del niicleo son
2 1 0 c 2c+b=0 c—a=0
fle,bya)=|( 1 0 -1 bl =0= c—a=0 :>Kerfz{2c+b:0
-2 0 2 a —2c+2a=0 N

de donde las ecuaciones paramétricas, y una base del nticleo, son

c= A
Kerf=4{ b=—-2\ = Bxes={(1,-2,1)} = {1 -2z +2°}
a=A

La imagen es el subespacio generado por las columnas de la matriz, luego

2 1 -2 10 0
At=(1 0 0 |—=10 1 —2]=TImf=L({(1,0,0),(0,1,-2)})
0 -1 2 00 0

de donde una base de la imagen, y sus ecuaciones paramétricas, son

d =X
Bimr=1{(1,0,0),(0,1,-2)} = {1,z —22°} e Imf={ b =p
a =—2u

3. Puesto que Ker f # {0}, f no es isomorfismo.



4. Se hallan las ecuaciones implicitas de L ({2:1:2 —x+ 1}):

2 . C:iA CI+bI:0
L({2¢°—z+1})=L({(1,-1,2)}) = V=-) = 90 —al — 0
a =2\ cTae=
y entonces
i (L{2:1:2—:1:+1}) = {(c,b,a) : f(c,b,a):(b+2c,c—a,2a—20)EL({23:2—:1:+1})}

(b+2c)+(c—a)=0

:{(c,b,a) : 2b+2¢) — (24 — 2¢) = 0 }:{(c,b,a) :3c+b—a=0}

=< (e,bya) : b=y = L ({(1,0,3),(0,1,1)})

Ejercicio 2. Sea

0 1 0
A=10 0 -1
-1 0 0

la matriz de una aplicacién ortogonal f : R* — R? en la base canénica. Clasificar la
aplicacién f dando el plano de simetria y/o el eje y dngulo de giro, en su caso.
Solucién:

A 1 0
JA=X|=]0 X —1|==X4+1=—-A-1)A2+X1+1)
-1 0 -

Puesto que A = 1 es el dnico autovalor real, y su multiplicidad es uno, la aplicacién f es un giro de
eje S(1). Las ecuaciones de S(1) son:

-1 1 0 T =0

0 -1 —1| [y :0:¢{x+5:0}

-1 0 -1 2z -
que corresponde a la recta © = y = —z que pasa por el origen con vector de direccién (1,1, —1). El
dngulo de giro es

t A) -1 -1 2
Q = arccos M = arccos — = 120° = il
2 2

Ejercicio 3. Probar que si {vi,---,v;} es un conjunto ortogonal de vectores en un
espacio euclideo V, entonces el conjunto {vy,--- ,v;} es linealmente independiente.

Solucién: Consultar la teoria de la asignatura.



Ejercicio 4. En el espacio euclideo R*, con el producto escalar usual, se considera el
subespacio vectorial

S = {(w,y,z,u) eR* : :E—i-z—u:O}
Se pide:
1. Dar una base ortonormal de S.
2. Hallar el complementario ortogonal de S.
3. Calcular la proyeccién ortogonal de v = (1,1,1,1) sobre S y la distancia de v a S.

Solucién:
1. Las ecuaciones paramétricas y una base de S son

T = _,B+’Y
Zig :>B = {'Ul = (170707 1)71)2 = (0,1,0,0),1}3 = (—1’0’1’0)}
u =7

Aplicando el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt:

Uy =01 = (1,0,0,1)
Uz = V2 = (0,1,0,0)

0 -1 1
2(0.1 =[—0.12=
1(07 7070) ( 2 707 72)

-1
Uz = U3 — <U3’u§> TU — <U3’u§> “U2 = (_1707 170) - _(170707 1) -
Gy 2]l 2

con lo que se obtiene la base ortogonal:
BOTG = {(]—7 07 07 1)7 (07 ]-7 07 0)7 (17 07 _27 _1)}
y, normalizando, la base ortonormal:

(]'7 07 07 ]')

\/5 ,’LUQ:(O,].,0,0),@U:),:

(1,0,—2,—1)}

Born = {w1 = 7

2. La dimensién de S* es

dim S+ = dimR* —dimS=4-3=1

luego
a+d=0
St ={w = (a,b,¢c,d) : (w,w1) = (w,ws) = (w,w3) =0} = w = (a,b,c,d) : b=
a—2c—d=0

={w=(\0,\,-X) : AeR} =L{w=(1,0,1,-1)})

3. Siv=(1,1,1,1), entonces

2 —2
proyg v = (v, w1) - w1 + (v, wa) - wa + (v, w3) - w3 = E'U'w1+1'w2+%'w3
2
3

2 4
ala_a_
3°3

1 1 -1 1
i(0,8) = Iproyss o] = o = proysol = | (3.0.5.5) | = =

-1 21
:(130a031)+(0?13030)+(_ao >:

37733



Ejercicio 5. Se considera la siguiente cénica: 322 + 3y? — 22y — 2 = 0.
1. Hallar su ecuacién reducida, dando el giro y la traslacién utilizadas.
2. Hallar el centro y los ejes. Dibujar la cénica del enunciado.

Solucién:
1. La forma matricial de la cénica es

ea(® 3 ()20

La matriz asociada y sus autovalores son

— -1 3-2A

=25 mean=PR T mecan-a = {0
Los subespacios propios son

s ={os(a-2no= (2 ) (D) =0} = ra-v=0) =z

sw={v: == (1) 7)) (0) =0} s eru-0 = Lt-L 1Y)

)
y los vectores que forman la base ortonormal de autovectores son

1
v = —=(1,1) € 5(2) y v2=

V2

Aplicando a la cénica el giro

()= () =[50 T -5 )E)

con centro el origen y angulo —45°, se obtiene

1
ﬁ(_l’l) € S(4)

P'AP xl) —2=0
(151 y1) <y1

y operando:

2
2 0y

2

207 + 4yl =2 =1

que es la ecuacion reducida de la cénica, que corresponde a una elipse. No es necesario usar
traslaciones.

2. Aplicando el giro al centro y ejes de la cénica reducida, se obtienen el centro y ejes de la conica
original. Por lo tanto, el centro de la cénica es el origen, y los ejes son las rectas que pasan por el
centro y cuyos vectores de direccién son los girados de los vectores (1,0)1 y (0,1)1, que coinciden

con ].OS vectores pI‘OpiOS, luegO:
T y
C A T + 0
{ T 1_ y ! { y —
T - T T — y — 0

La representacién grafica de la cénica es la de la figura.
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Figure 1: Representacién grifica de la cénica 3z2 + 3y? — 22y —2 =0



