FACULTAD DE INFORMATICA CURSO 98/99
DPTO. DE MATEMATICA APLICADA ALGEBRA LINEAL
EXAMEN FINAL DE JUNIO (11/06/99)

SOLUCIONES

Ejercicio 1. Para cada a € R se considera el subespacio vectorial
V(e)=L({(1,a,1,1),(1,a,1 —a,0),(0,1,2a,2),(1,1 +a,1 +a,2)})
1. Hallar una base de V(a).
2. Estudiar si, para algin a € R, el vector v = (1,1 + a,1 4 2a,a + 3) pertenece a V(a).

3. Obtener las dimensiones de los subespacios V(0) + V(1) y V(0) NV (1).

Solucién:
1.
1 a 1 1 1 o 1 1 1 o 1 1 1 a 1 1
0 1 2a 2 R 01 2a 2 . 01 2a 2 R 01 2a 2
1 a 1—a O 00 a 1 00 a 1 0 0 a 1
1 1+a 14+a 2 01 a 1 0 0 a 1 00 0 O
luego una base de V' (a) es:
By () = {u1 = (1,a,1,1),u2 = (0,1,2a,2),us = (0,0,a,1)}
2.
Uy 1 a 1 1 1 a 1 1 1 a 1 1
up | |0 1 2a 2 . 0 1 2a 2 . 0 1 2a 2
us | |0 0 a 1 0 0 a 1 0 0 a 1
U 1 1+a 1+2a a+3 0 1 2a a+2 0 0 0 a

luego u € V (a) si y sélo si a = 0.
3. Puesto que

By (o) = {(1,0,1,1),(0,1,0,2),(0,0,0,1)} y By (1 ={(1,1,1,1),(0,1,2,2),(0,0,1,1)}
entonces
V(0) + V(1) = L (By(g) U By(1y) = R*
de donde dim(V'(0) + V(1)) = 4, y de aqui:

dim(V(0) NV (1)) = dim V(0) + dim V(1) — dim(V(0) + V(1)) =3 +3 —4 =2

Ejercicio 2. Sea f : R* — IP»(R) una aplicacién lineal dada por

f(a,b,¢,d) = (a +b)2? + bz + (c — d)



1. Calcular la matriz de la aplicacién con respecto a las bases canénicas de R* y
usual de P(R).

2. Calcular las ecuaciones implicitas de Ker f y las paramétricas de Im f, especifi-
cando una base de cada uno de ellos.

3. Razonar si f es monomorfismo (inyectiva), epimorfismo (sobreyectiva), isomor-
fismo (biyectiva).

Solucién:
1. Considerando la base canénica B, de R* y la usual B = {1, T, $2} de P,(R),

00 1 -1\ (; 00 1 —1
fla,b,e,d) =(¢c—d,bja+b)=[0 1 0 0 luego M(f,B.,B)=[(0 1 0 0
110 0)\¢ 110 0
d
2. Las ecuaciones implicitas del nicleo son:

c—d=0 a=20

fla,b,e,d) = (¢ —d,b,a+b) =0 = b=0 = b=20

a+b=0 c—d=0

luego una base del niicleo es Bker p = {(0,0,1,1)}. La imagen es

Im f = L ({f(1,0,0,0), £(0,1,0,0), f(0,0,1,0), £(0,0,0,1)})
= L ({(0,0,1),(0,1,1),(1,0,0),(—=1,0,0)})
=L ({(1,0,0) =1,(0,1,0) = z,(0,0,1) = 2°}) = P»(R)

luego sus ecuaciones paramétricas y una base son:

bo=0
pIZ/B ; aaﬁa’yeR y Blmgf:{laxaxQ}
p2=7

{ Ker f # {0} = f no es monomorfismo

Im f = IP,(R) = [ es epimorfismo } — f no es isomorfismo

Ejercicio 3. Sea la matriz

0 1 -1
A=1-1 2 -1
-1 1 0

1. Hallar los autovalores de A, los subespacios propios asociados y la matriz P de
cambio de base tal que D = P~ 'AP.

2. Demostrar que si A y p son dos autovalores distintos del endomorfismo f,y v y
v son autovectores de f asociados a A y u, respectivamente, entonces el conjunto
{u,v} es linealmente independiente.



Solucién:
1. El polinomio caractristico y sus autovalores son:

ol -1 A=0 (simple)
— _ — | = i — — — —_ 2 = -
P(\) =]A— )| 12— 1 A(A—1) 0:>{ A=1 (doble)
-1 1 -
Los subespacios propios son:
0 1 -1 T
S0)=<v:(A-0-Nv=|-1 2 -1 y| =0
-1 1 0 z
y—z=0 oy —
= —w+2y—z—0 :{u: v= }:L({(l,l,l)})
y—z=0
—z+y=0

T
=[-11 -1 y|l=0r={v:—-z+y—2=0}
-1 1 -1 z

,(0,1,1)})

Puesto que el subespacio propio asociado al autovalor de multiplicidad dos tiene dimensién dos, la
matriz es diagonalizable, siendo la matriz diagonal y la matriz del cambio de base, respectivamente:

{

0 00 1 1 0
D=0 10 y P=[1 0 1
0 01 1 -1 1

con D =P71AP.
2. Consultar la teoria de la asignatura.

Ejercicio 4. Consideremos el subespacio vectorial § = {(:Is,y,z) ER? x4 2= 0}.
1. Dar una base ortonormal del subespacio S.
2. Calcular la proyeccién ortogonal de v = (1,—1,1) sobre S, y la distancia de v a S.

3. Obtener las ecuaciones, en la base canénica de R?, de la simetria respecto del
plano S.

Solucién:
1. Una base ortogonal de S es Borg = {(1,0,—1),(0,1,0)}, luego una base ortonormal es:

1
BOTN = {ul = E(laoa_l)aUQ = (03 130)}

proygv = (Q),U,1> “u + (Q),UQ) TU2 = -0-up + (_1) TU2 = (03 —1,0)

1
V2

d(v,S) = ||proys1 v|| = |lv — proygv]| = [|(1,0,1)]| = v2



3. La base ortogonal de S se completa con un vector uz = (1,0,1) € S* para formar una base de
R3:

B = {ul = (1707 —1),’LL2 = (07 ]_,0),’LL3 = (1707 ]-)}
En esta base, la matriz de la simetria respecto del plano S es

10 0
M(f,By=A=(0 1 0
00 —1

siendo la matriz de cambio de la base B a la base candnica B,.:

1 0 1
M(B,B)=P=|0 1 0
~1 0 1

Luego la matriz de la simetria respecto de la base canénica, y sus ecuaciones son:

0 0 -1
M(f,B))=PAP™'=[0 1 0 de donde flz,y,z) = (—2z,y,—x)
-1 0 O

Ejercicio 5. Sea la cénica de ecuacién z> + 4> + 4oy —z +y+ 1 =0.
1. Hallar su ecuacién reducida, dando el giro y la traslacién utilizadas.
2. Hallar el centro y los ejes. Dibujar la cénica.

Solucién:
1. La forma matricial de la conica es

(z ) G %) (‘;>+(—1 1)(‘;>+1:0

La matriz asociada y sus autovalores son

A1=3

A:<1 2) : |A—>\I|:‘1_>‘ 2 ‘:(A—3)(>\+1):>{>\2:_1

2 1 2 1—A

Los subespacios propios son

S(3) = {v L (A =30 = (‘22 _22> (x> :0} —fv i e—y=0}=L{(1,1)})

Y
2 2\ (=z
S(—1) = {U A+ = (2 2) <y> :0} ={v:z+y=0}=L({(-1,1)})
y los vectores que forman la base ortonormal de autovectores son
1 1
b= (L) ESB) ¥y m=-=(-1,1) € S(-1)

V2

Aplicando a la cénica el giro

G = ()=[A0 D C)-a( D)

4

V2



que corresponde a un giro de centro el origen y dngulo —45°, se obtiene

(z1 y1) P'AP (Z) +(-1 1)P (“) +1=0

Y1

y operando:

1\* 3
3x%—y%+\/§y1+1:0:>3x%—(yl—ﬁ> =—C

Si ahora se aplica la traslacién

r1 = X9
y1:y2+%

se llega a

NN

-3
3x%—y§:7:> =-1

Mlv—t| 8
<
w1 S,

que es la ecuacion reducida de la conica, que corresponde a una hipérbola.
2. Aplicando la traslacién y el giro al centro y ejes de la conica reducida, se obtienen el centro y
ejes de la cénica original. El centro es

rmoon=emog=o=g [ V) (k) = o= (53)

Los ejes son las rectas que pasan por el centro y cuyos vectores de direccién son los trasladados y
girados de los vectores (1,0)s y (0, 1)2, que coinciden con los vectores propios, luego:

Tty _ V73 z+y=0
-1 T —
T+5 _ Y—3 ]j—y—l—]_:()

La representacion grafica de la conica es la de la figura.

=

Figure 1: Representacion gréfica de la cénica 22 +y? +4ay —x+y+1=0



