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9 C(Conicas

9.1 Conicas

Se llama cénica a cualquiera de las secciones planas que se producen al cortar en el espacio un

doble cono recto por un plano.
Si el doble cono recto tiene vértice O, eje r y dngulo a, 0 < a < 7, y el plano II forma un
angulo B con el eje del cono, se pueden presentar los siguientes casos:

1. Si g = %, es decir si r L II, la cénica es una circunferencia (si O ¢ II) o un punto (si
O e1).

2. Sia << 7, lacénica es una elipse (si O ¢ IT) o un punto (si O € II).
3. Si f = «, la cénica es una parabola (si O ¢ II) o una recta (si O € II).
4. 810 < 8 < a, la cénica es una hipérbola (si O ¢ II) o un par de rectas (si O € II).

Cuando O € 11, la coénica se llama cénica degenerada.
La ecuacion analitica de una coénica es:

apz® + a2xy + a22y2 ‘a1z +ay+a=0

con aii,aie, a2, al, as,a € R, que también se llama ecuacién general de la conica.

9.2 Ecuacion reducida de una conica

Mediante un movimiento (giro y/o traslacién) la ecuacién general de una coénica se reduce a una
de las siguientes ecuaciones reducidas:

1. ‘g—z + z—z =p,cona,b>0yp=—1,0,1 (cénica de tipo eliptico).

e Si p =1, la cénica reducida es
— una elipse, si a # b, con centro el origen, ejes los cartesianos y focos en los puntos
(£¢,0),sia>b (2 =a® %), 0 (0,%c), sia<b(c? =b>—a?).
— una circunferencia, si a = b, con centro el origen y radio a.
e Si p =0, la conica reducida es un punto (el origen).

e Si p = —1, la cénica reducida carece de puntos, y se llama elipse imaginaria.

M

2. & — Y% =p conab>0yp=—1,0,1 (cémica de tipo hiperbdlico).

2
a? b2
e Sip =1, la conica reducida es una hipérbola con centro el origen, ejes los cartesianos
y focos en los puntos (%¢,0), con ¢ = a? + b%.
e Si p =0, la cénica reducida es un par de rectas secantes.
e Sip = —1, la cénica reducida es una hipérbola con centro el origen, ejes los carte-
sianos y focos en los puntos (0, £c), con c? = a® + b?.

3. y? = 2px, con p # 0 (cénica de tipo parabdlico). La cénica reducida es una parabola con

centro o vértice en el origen, ejes los cartesianos, foco (£,0) y directriz z = —&.
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4. x? = 2py, con p # 0 (conica de tipo parabdlico). La cénica reducida es una parébola con

centro el origen, ejes los cartesianos, foco (0, §) y directriz y = —5.

5. y> = q o 22 = ¢ (cénica de tipo parabdlico). La cénica reducida es un par de rectas

paralelas (si ¢ > 0), una recta doble (si ¢ = 0) o un par de rectas imaginarias (si
q<0).
9.3 Obtencién de la ecuacién reducida de una conica

Sea
anz? + aloxy + a22y2 + a1z +ay+a=0

con aq1,a12,a92,a1,a2,a € R, la ecuacién general de una cénica, que se puede expresar matri-

cialmente como:
L)) ()
T + (a1 a +a=0
(@ v) <‘% az/) \y (a1 a2) Y

a

ain
A= aig

2 022

es simétrica y, por tanto, diagonalizable ortogonalmente (respecto de una base ortonormal de
autovectores). El proceso a seguir, para obtener la ecuacién reducida, es el siguiente:

donde la matriz

1. Si a2 # 0, los ejes de la cénica no son paralelos a los ejes cartesianos, por lo que se hace
un giro para obtener una una cénica equivalente con los ejes paralelos a los cartesianos.
Se determinan los autovalores de la matriz A, o(A) = {1, A2}, y una base ortonormal
de autovectores B = {uj,u2} con }(ul ug)‘ = 1. La matriz del cambio de base P =
(u1 112) = M(B, B,) es ortogonal, es decir P! = P!, y se cumple que

A1 0
-1 _ pt _n_ (M
P AP-PAP-D-(0 )\2>

Aplicando el giro <$1> = Pt (‘T), se tiene que (x> =P <$1> y, sustituyendo en la
Y1 Yy Y Y1

ecuacién de la conica, queda:

(r1 y) P'AP <$1> + (a1 ag) P (2) +a=0

Y1

(1 ) <)61 /82) (Z) + (b1 by) (”&) +a=0

donde (b1 bg) = (a1 ag) P. Operando, la ecuacion de la cénica después del giro es

es decir:

/\190% + Azy% 4+ b1z +boy1 +a =0

que ya no tiene término en xy.
Si aja = 0, los ejes de la conica ya son paralelos a los cartesianos y se pasa directamente
al paso siguiente.
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2. Si (b1,b2) # (0,0), el centro de la conica (si es una cénica con centro) no es el origen o la
cénica (si no tiene centro) no pasa por el origen. En este caso se aplica una traslacién para
que el centro (si es una cénica con centro) sea el origen o la cénica (si no tiene centro)
pase por el origen. Se pueden presentar los siguientes casos:

(a) Sid = |A] = MA2 > 0, la cénica es de tipo eliptico. Completando cuadrados en su
expresion:

b \? by \2 b2 b2
>\1<Il+ﬁ> +)\2<y1+%> —4—)\1+4—>\2—a—c
1’2:3714-2[’711

7,! , se obtiene la ecuacién reducida de la
Y2 =y1 + 3w

Aplicando la traslacién {
cOnica:
una elipse real, si cA\y > 0

)\156% + /\ng =c quees un punto, si ¢ =0
una elipse imaginaria, si cA; < 0

(b) Si d = |A|] = M2 < 0, la cénica es de tipo hiperbdlico. Completando cuadrados
como en el apartado anterior, y aplicando la misma traslacion, se obtiene la ecuacién
reducida de la cénica:

una hipérbola, si ¢ # 0

M2+ Xay2 = ¢ que es )
2 Y2 4 un par de rectas secantes, si ¢ =0

(¢) Sid=|A| = A1A2 =0, la cénica es de tipo parabdlico. Se puede suponer, sin pérdida
de generalidad, que A\ =0 y A2 # 0 (los dos no se pueden anular simultdneamente),
la expresion de la cénica seria:

)\Qy% + b1z +boy1 +a =0

Completando cuadrados, se obtiene

by \2 b3
A — ] =—2%—a-0»
2 <Z/1 + 2/\2> 5 a 171

Entonces:
b3

To =121+ &+ — 52— . .
2 L% ™ 2Xb1 | se obtiene la ecuacién

i. Sib; # 0, aplicando la traslacién o
Y2 =Yy1 + g

reducida de la cénica:
)\gy% = —byxo que es una parabola

Tro9 = X1

b, , se obtiene la ecuacién re-
Y2 =1+ 2

ii. Si by = 0, aplicando la traslacién {

ducida de la cénica:

b2 un par de rectas paralelas, si cAy > 0
/\2y§ = ﬁ —a=c quees una recta doble, si ¢ =0

un par de rectas imaginarias, si cAg < 0

Si by = by =0, el centro de la cénica (si es una cénica con centro) es el origen o la cénica (si
no tiene centro) pasa por el origen, y la ecuacién obtenida después del giro es la ecuacién
reducida de la cénica.
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9.4 Centro o vértice, y ejes de una conica no degenerada

Cuando la cénica es no degenerada, su centro o vértice se obtiene aplicando al origen (que es
el centro o vértice de la conica reducida) los movimientos inversos a los usados para obtener la
ecuacion reducida: en primer lugar la traslacién de vector opuesto, y después el giro de angulo
opuesto.

Si la cénica es una elipse o una hipérbola, sus ejes son las rectas que pasan por el centro de la
cénica con la direccidn de los autovectores de la matriz A.

Si la comnica es una parabola, su eje principal es la recta que pasa por el centro con la direccién
del autovector asociado al autovalor nulo, y su eje secundario es la recta que pasa por el centro
con la direccién del autovector asociado al autovalor no nulo.

9.5 Ejemplos

1. Para hallar la ecuacién reducida de la cénica 322 + 3y? — 2zy — 2 = 0, se expresa en forma

matricial:
3 -1 x
(@ y)<—1 3><y>_2:0

La matriz asociada y sus autovalores son

A:<31 _31> ; |A—)\I\:‘3__l)\ 3__1A‘=(A—2)(A—4)=>{

Los subespacios propios son
S(2) = {v (A= 200 = <_11 11> <"’”> _ 0} —fv:ia—y=0}=L{(1,1)}
S(4) = {v . (A—dD)o = <j j) <§> _ o} —fv:izty=0)=L{(-1,1)})

La matriz diagonal y la matriz de paso son:

(20 1 (1 -1 Cin
D_<0 4> y P_\/§<1 1> con P'AP =D

Aplicando a la cénica el giro

)= () == 6)
Y1 y V2 \-1 1) \y
con centro el origen y angulo —45°, se obtiene

PtAP ”1> —2=0
(3?1 Z/l) <y1

y operando:
2
Y1 _ 1

222 + 4y? = 2 = 22 =
1 +4y1 $1+1/2
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que es la ecuacion reducida de la conica, que corresponde a una elipse. No es necesario usar
traslaciones. La ecuacién reducida también se suele expresar renombrando las variables
(z1,y1) como (z,y), es decir como

2
Y
= =1

2
x +1/2—

Puesto que no se ha aplicado traslacién, el centro de la elipse coincide con el de la conica
reducida, es decir es el origen. Sus ejes son las rectas que pasan por el origen con la
direccion de los autovectores:

La representacion grafica de la cénica es la de la figura.

0.5
Y Dd_
/ 0.2

/

8 06 04 025 02 04 06 gfs
0.2 x

0.4 /

0.5

Figure 1: Representacién gréfica de la cénica 322 + 3y? — 22y — 2 =0

2. Para hallar la ecuacién reducida de la cénica x2 4+ 4% +4ay — x +y + 1 = 0, se expresa en

forma matricial:
1 2 T x
(z y) (2 1) <y> + (-1 1) (y) +1=0

La matriz asociada y sus autovalores son

A1=3

A:(l 2) : |A—)\I\:’1_)\ ’ ‘z(A—3)(A+1)=>{A2:_1

21 2 1—-A

Los subespacios propios son

s6)={vs (a-sno=( ) (1) =0} =i a-y=0) =z

S(—l):{v (A4 T = @ ;) @) :0}:{1) caty=0)=L{(=1,1)})

La matriz diagonal y la matriz de paso son:

(30 1 /1 -1 " -
D_<O _1> y P_ﬁ<1 1) con P'AP =D
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Aplicando a la cénica el giro

() =7 () -5 )0
Y1 y) V2 \-1 1)\y
con centro el origen y angulo —45°, se obtiene
(@ ) Par (2) (-1 )P (5 v
Y1 Y1

y operando:

1\?> 3
3$%—y%+\/§y1—|—1=():>33:%—(yl——> =—-

X9 = X1
y2=y1—%

-3 562 y2
3 — i = — 22—
278275 /2 3/2
que es la ecuacién reducida de la cénica, que corresponde a una hipérbola. La ecuacién
reducida también se suele expresar renombrando las variables (x2,y2) como (x,y), es decir

como

Si ahora se aplica la traslacién

se llega a

x2 y2

1232
Aplicando la traslacién opuesta y el giro inverso al centro de la cénica reducida, se obtienen
el centro de la cénica original. El centro es

c-oon=csvg=on 5l 1) () = (5)

Los ejes son las rectas que pasan por el centro y cuyos vectores de direccion son los vectores

propios, es decir:
x—i—% Y-
e |
x—i—% y—

(S

z+y=0
r—y+1=0

SIS

T — 71
La representacion grafica de la conica es la de la figura.

4 3 1] (f-—..zf__hi-h
21\

A\

\

Figure 2: Representacion grafica de la cénica 22 + 4> + 4oy —x+y+1=0
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9.6 Clasificaciéon de cdénicas por invariantes

Para clasificar una cénica, de ecuacién general

a117? + a1y + asey’ + a1z +asy +a =0

con aji, a2, a,al,az, a € R, no es necesario encontrar el movimiento (giro y/o traslacién) que
la transforma en su ecuacién reducida. Se puede hacer a partir de las matrices:

A=

a
a

aiz2 a1

. le 2 (12

A= an %
ai a2

2 2 @

Si o(A) = {A\1, A2} son los autovalores de A, § = |A| y A = ‘Z‘, entonces:

Tipo Ecuacién reducida Coénica
Elipse real, si A7A < 0
0>0 Eliptico Mz? + \oy? = _TA Elipse imaginaria, si A{A > 0
Punto, si A =0
§ <0 | Hiperbdlico | A\z? + \oy? = _TA Hipérbola, si A # 0
Par de rectas secantes, si A =0
Aoy? = 42,/ _)\—2Ax Parabola, si A # 0
o= Parabdlico Par de rectas paralelas, si A =0y cAgo >0
(A1 =0) Ay’ =c Recta doble, si A =0y c=0

Par de rectas imaginarias, si A =0y cAg <0




