Departamento de Matematica Aplicada. Facultad de Informatica. UPM. Curso 08-09
Matematica Discreta.

4.- GRAFOS
NOCIONES BASICAS. GRADO. MATRICES
1) Dibuja un grafo que represente las rutas aéreas diarias de una compafiia que ofrece los siguientes vuelos: Todos los
dias hay cuatro vuelos que unen Boston y Nueva York, dos Nueva York y Miami, uno entre Miami y Madrid, cuatro

Madrid y Barcelona, uno Barcelona-Boston uno Madrid-Nueva York y uno Barcelona-Nueva York

2) Estudia cudles de los siguientes grafos son simples. Para los grafos no simples ¢cudl es el minimo nimero de aristas
que se pueden quitar para hacerlos simples?

a b a b
[}
e
c d c d

3) Para cada uno de los siguientes grafos, obtén la lista de adyacencia y la matriz de adyacencia y encuentra el nimero
de vértices, el nimero de arcos y el grado de cada vértice.

a b c b a b c d
d e £ d e € f 9 h
[ E o U

4) ¢Pueden los 15 vértices de un grafo simple tener grado 5?

5) Determina cuales de los siguientes grafos son bipartidos:

== )

6) ¢ Cuantas aristas tiene un grafo simple si sus vértices tienen los siguientes grados 4, 3, 3, 2, 2? Dibdjalo.

7) Estudia si existe un grafo simple con 5 vértices y con los siguientes grados:

23,3332 b1,23,45 71,2344 d)3,4343 01223 11111

8) a) Si G es un grafo con 25 aristas y el grado de cada vértice es, al menos, cuatro, ¢cual es el maximo niimero de
vértices que puede tener G?

b) Si G es un grafo simple con 52 aristas, ¢cual es el menor nimero de vértices que puede tener G?

9) Representa la matriz de adyacencia de cada uno de los siguientes grafos:
a) K4 b)Kis )Kzs d)Cs €W, Qs 0)K, h) K, n i) Cy B Wi K) Qn
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10) Dada la matriz de adyacencia de un grafo G de 5
vertices {vi, Vi, Vs, V4 ,vs}, halla la sucesion de los
grados de los vértices y el nimero de aristas del
grafo G.

P Pk O Fr O
[ = T = CR
o r O r o
o O R Ok
o O O r .

11) Determina cuales de los siguientes pares de grafos son isomorfos:

a) b) a) b) a) o » D)
T @
b)
@ @ it
a) b)
a) b) a) b) E

E

Grafo de Petersen

CONEXION. ALGORITMOS DE BUSQUEDA

1) Estudia si son conexos los siguientes grafos, dando el nimero de componentes conexas de cada uno:
AN/ XiX

2) Encuentra las aristas que son puente en los siguientes grafos:

%) b) c) . ‘.\‘

[ [ ] s

3) Se quiere duplicar los tramos de una red de comunicacién que, en caso de deteriorarse, imposibilitarian la
comunicacion entre ciertos puntos. ¢Cuales son los tramos que deben duplicarse?

Cérdoba Alicante

Huelva Sevilla Almeria

Granada

Cadiz
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4) Para los grafos dados por las siguientes listas de adyacencias, hallar un arbol BEP.
Utilizar el método BEA para responder si son conexos.

a bcdef gh b cdef gh.

b ababgoc a e debacbba

dcdob f g i gf gceddc

h dgec h h i h f i f

e
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
2 3 0 1 11 0 1212 0 1 109 4 1 0 4
5 8 5 12 14 2 14 5 12 12 6 3 2 6
7 13 7 13 14 9 5 11
13 10 7

ARBOLES Y CAMINOS MINIMOS

1)  Hallar un arbol generador para cada uno de los siguientes grafos:

21 g

f) K1’6 I) W5

d) Ks e) Ks, 4

9) Qs h) Cs

2) Se va a construir un sistema de carreteras que comunique estas 5 ciudades. Determina las carreteras que deberan
construirse para que el costo de construccion sea minimo.

Montilla Cabra Monturque Aguilar
Cabra 14 - - -
Monturque 38 12 - -
Aguilar 10 35 13 -
Lucena 26 9 18 28
3) Determina un arbol generador minimo de cada uno de los grafos siguientes:
a 2 2 ¢ L : 4
3 3 3
B2 38,3 % MRS 2 p
93 il ; 3i 3 6 3| 4
3 4 2
h 1 )
8 O\l‘g_@\ [ 2
9 1

En el grafo de la figura se muestra una red de ordenadores que se quiere construir, los vértices representan los

ordenadores y las aristas las lineas de transmision a considerar para conectar algunos pares de ellos. Cada arista tiene un
peso que indica el coste de construir esa linea especifica. Conecta todos los ordenadores con el menor coste posible.
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5) Obtén el camino mas corto entre a 'y z, para los siguientes grafos. ¢Cudl es la longitud en cada caso?

a) b) c) h 8 0
5 d 5 ¢ b, e3 s
2b5_d % i 3 2 5
a 2 1>z al 23 1 2 yz  a €25 3 5 1q g
4 4
30 5 e C6 e5 ¢ d 5 g 16 Qg c t
k 2 r

6) En el grafo de la figura se muestra una red ferroviaria donde la distancia entre cada par de ciudades se expresa en
Km.:

a) Averigua cual es el camino mas corto para viajar de “a” a “z”.
b) Se quiere renovar parte de la red ferroviaria de manera que el coste en km. sea minimo y que cada par de ciudades
tengan conexion por tramos renovados. ¢ Cuales son los tramos que hay que renovar?

7) a) Halla la ruta méas corta desde A a cada uno de los restantes vértices del grafo ponderado G que especifica la tabla
siguiente:

Tmmo|O|(w|>
NS
[{o}l KorN [o o} -} Ko))

b) El conjunto de caminos construidos en el apartado anterior, ¢constituye un arbol generador de G?, ;es siempre
un arbol generador minimo?. Justifica las respuestas.

otro barrio sea lo mas corto posible?

8) Se quiere construir un ferrocarril metropolitano que conecte B _C D E F G H
8 barrios de la capital: {A, B, C, D, E, F, G, H}. La duracién Al3|5]2]|6]3]4]2
estimada del viaje directo entre cada dos de los barrios viene B 514168 ]3]°2
dada por la tabla adjunta. ;Qué estaciones han de conectarse C 114|382
para que la red tenga el menor nimero de conexiones posibles, D 4 12|11\ 4
de forma que la duracién del viaje entre el barrio A y cualquier E 3151

F 2|4

G 3
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GRAFOS EULERIANOS Y HAMILTONIANOS

1) Estudia si existe un camino euleriano en cada uno de los siguientes grafos. ¢Son grafos eulerianos?:

2) Cual es el minimo nimero de veces que hay que levantar el lapiz del papel para trazar los siguientes dibujos?

) b 0)

3) En lacasa de la figura ¢Es posible entrar y salir de tal manera que cada puerta se use exactamente una vez?
‘*V—r -
R
e
4) a) Sabiendo que un grafo completo con bucles es aquel que tiene un Unico arco de extremos u, v para todo par de
vértices del grafo ¢Para qué valores de n el grafo completo con bucles de n vértices es un grafo euleriano?

b) Demuestra que en el juego del Domind hay partidas que emplean todas las fichas. (Indicacién: emplear a)
c) Estudiar si en una partida de domind las 10 fichas siguientes pueden aparecer las primeras.

° o0 O 0 0o o oo o o 0 0 o 0
° ° °
o0 .: o0 o 00 o o o .: °
OO O g0 g0 0 1ftalal OO0
° ° o 0o 00 0 ° @ 0 g9 |0 o0
° Y o o ( o o °
° o & o o o0 ° o o0 00 o o0

5) (Problema chino del cartero, Kwan,1962):Un cartero sale de correos con las cartas, recorre las calles de su zona y
vuelve a la central. Debe minimizar la distancia recorrida. Resuelve este problema si las calles que debe recorrer son las
representadas en los siguientes grafos:

a 100 14
PNEERN

f 6 e
6) ¢Cuales de los siguientes grafos son hamiltonianos?
a) el grafo completo K. b) El grafo completo bipartido K ¢
c) grafo de Petersen d) grafos del tetraedro, cubo y octaedro.

7) Usa que un grafo bipartido con un n® impar de vértices no puede ser hamiltoniano, para demostrar que:

a) El siguiente grafo no puede ser hamiltoniano.
b) Un caballo de ajedrez, no puede recorrer todas las casillas sin repetir ninguna, en un tablero 5x5 6 7x7.

8) En cada uno de los siguientes grafos, estudia si existe: un camino E. cerrado, un ciclo H., un camino E. no cerrado y
un camino H. no cerrado.
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9) Elenay Dora invitan a 10 amigos a cenar. En el grupo de 12, todos conocen al menos a 6 personas. Demuestra que
se pueden sentar los 12, alrededor de una mesa circular, de modo que todos conozcan a las dos personas que estan
sentadas a su lado.

10) a) Demuestra que en K7 hay 3 ciclos H. con todas sus aristas distintas.

b) Demuestra que K, (n> 3, nimpar) hay (n—21)/2 ciclos H. con todas sus aristas distintas.

c) Siete personas que asisten a un congreso deberan comer juntas, en una mesa circular, los tres dias que dura el
congreso. Para conocerse mejor deciden sentarse de modo que cada persona tenga a cada lado a una persona distinta
cada dia. ¢Pueden llevar a cabo su propo6sito? ;Y si el congreso durara 5 dias?

PLANARIDAD

1) Demuestra que son planares los siguientes grafos y comprueba la formula de Euler.

a) ) c) K N
/

> 0

2) a) ¢Para qué valores de n el grafo completo K, es planar?
b) ¢Para queé valores de ry s (con r < s) el grafo bipartido completo K¢ es planar?

3) Estudia si son planares los siguientes grafos. En caso afirmativo, da una representacion plana y comprueba la
férmula de Euler. En caso negativo razona porqué no lo son:

.
2 f) 9) ;Z
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COLORACION

1) Encuentra el nimero cromatico de los siguientes grafos:

AN @y
—
@@@@

&
= m® e A B

2) Utiliza la teoria de grafos para colorear los siguientes mapas con el minimo n° de colores posible:

=D

=

3) El jefe de una escuela tiene que programar las fechas de los examenes finales correspondientes a 7 asignaturas, que
designaremos por A;, Ay, Az, A4 As, As Y A;, de modo que a ningln estudiante le coincidan dos examenes el mismo
dia. Se sabe que los siguientes pares de asignaturas tienen estudiantes en comdn:

{AL A {AL Ash {A A {AL A {AS At {Ag Al {A2 Ash {Ag, A {As Al {As Ack {As, A {As
As}, {As, Ack {As, Act {As, Aty {As, Ar}.

Dibuja un grafo que modelice el problema de programacion de las fechas de los examenes. ¢Cudl es el minimo nimero
de dias necesarios para realizar todos los examenes de modo que ningun estudiante tenga dos examenes el mismo dia?
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4) Los comités de direccién de cierta empresa son seis y se componen de las siguientes personas:

C1={P1, P2, P}, Co={P>, P4, Ps}, C3={P1, Ps, P3}, C4={Pa, Ps, P3}, Cs={P1, P>}, Ce={P>, Ps, Ps}.

Si cada comité se redine una vez al mes ;cual es el minimo n° de dias necesarios para que se retnan todos los comités de
manera que nadie tenga dos citaciones para el mismo dia?

EMPAREJAMIENTOS

1) Partiendo del emparejamiento sefialado, aplica el método de los caminos alternados para hallar un emparejamiento
maximo, en cada uno de los siguientes grafos:

- %%D\ A %AE

e a b c d e a b c d

2) En una consulta de urgencias hay 5 médicos y 5 enfermeros. Se quieren planificar las vacaciones de forma que
siempre queden de guardia un médico y un enfermero.

a) ¢Pueden hacerse 5 parejas distintas respetando las preferencias que se indican en la figura?
b) ¢Cual es el mayor nimero de parejas que pueden hacerse respetando las preferencias M={aw, bz, cy, ev}?

e

3) Sea G el grafo del ejercicio anterior, y sea M={cw, dy, ez} un emparejamiento. Hallar un camino alternado para M
que empiece en b y utilizarlo para construir un emparejamiento M” con |M’|=4.
Comprueba que no hay ningtin camino alternado para M. ;Es M” un emparejamiento maximo?

4) Supongamos que cada elemento de un conjunto de 10 personas tiene una lista de 4 libros que desea tomar prestados
de la biblioteca. Supongamos también que cada libro aparece en 4 listas exactamente. Demostrar que todos ellos pueden
tomar prestado un libro de su lista al mismo tiempo.

5) Sea G=(XuwY, A)un grafo bipartidocon X={a,b,c,d, e}, Y={v,w, X, Vy,z}yA={av,ax by, bz, cw, cy,
cz, dy, dz, ez }. Encuentra un emparejamiento completo en G empezando por el emparejamiento
M={av, bz, cy }.

6) Seis departamentos de cierta empresa tienen a las siguientes personas como posibles candidatos para secretarios:
A={a, b l,e},B={l,e,5t},C={s,t,a,b},D={s,a,l,e}, E={t,a, l,e}, F={s, a |, t}.

Se hace en principio la siguiente distribucidn: al departamento A se le asigna a, al B se le asigna t, al C se le asigna sy
al D se le asigna I.

a) Obtén, a partir de esta distribucion, una distribucion completa.

b) ¢Se puede asignar a cada departamento un secretario distinto de forma que los tres primeros estén representados por
e, | y s respectivamente?

7) Demuestra que si los departamentos del ejercicio anterior, tienen como posibles candidatos
A={m a},B={e,r,a},C={m,a,r, e}, D={m, a s, t, e r} E={m, e}, F={r, a, m} no es posible asignar un
secretario distinto a cada departamento.

8) Se tienen cinco comisiones C; = {a, c, e}, C,={b, c}, Cs={a, b, d}, C,= {d, ¢, f}, Cs= {e, f}. Cada comision ha de
enviar un representante al Congreso Anual de Comisiones; C; quiere nombrar a e, C, quiere nombrar a b, C3 quiere
nombrar aay C,4 quiere nombrar a f.

a) Demuestra que no es posible respetar los deseos de Cy, C,, C3y C,.

b) Usa el método del camino alternado para hallar una lista de representantes todos distintos.

c) ¢Es posible construir un sistema completo de representantes distintos si la comision C; se niega a cambiar su
nominacion?
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DIGRAFOS

1) Calcula la matriz de adyacencia de los siguientes digrafos:

/am b a%bCD\

g 2

c < ~d
==

2) Halla la matriz de accesibilidad de los digrafos del ejercicio 1.

3) Asi quedd el mapa de Lepe después de que el alcalde decidiera darle sentido Unico a todas las calles.

a) ¢Qué le ocurre a cualquiera que circule por Lepe?

b) Ayuda al alcalde de Lepe a orientar las calles, de manera que desde cualquier punto se pueda acceder a cualquier
otro

e

vS@w || v
[ vLN\JvVA¢

ﬁ¢ﬁ\¢ﬂ¢ww
w[¢ | m%
> > <

| ‘m

4) Utiliza un arbol de decisidn ternario para encontrar en un conjunto de 12 monedas, una moneda falsa que pesa mas
que las restantes.

5) En un campeonato en el que participaban nueve equipos se han obtenido los resultados indicados en la tabla, en la
cual, aparece un + en el lugar (i, j) si el equipo i ha ganado al equipo j, y aparece un — en caso contrario, (no puede
darse un empate).

N |2 3 4 5 6 7 8 9 a) Dibuja el digrafo completo con nueve vértices, en el que
+ + - -+ - + - una arista va de i a j si el equipo i ha ganado al equipo j
-+ -+ - - b) Construye un camino dirigido, que contenga todos los
+ - -+ - # vértices del digrafo, y tal que cada vértice haya ganado al
+ - -+ -

siguiente en el camino.

O~NO O WN -
1
+
1
1
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OTROS EJERCICIOS

1) Para decidir si te contratan en PUFOSA como responsable de informatica, debes realizar un informe razonado
respondiendo a los problemas que tienen planteados en la empresa.

La plantilla de la empresa consta de 25 miembros. Diez de ellos trabajan en el departamento de ventas, vy, ..., Vyo; Siete
en el de servicios, sy, ..., S7; siete en el de proyectos, py, ..., p7, y dirige todo un director general d. Los empleados v, s;
y p1 son los directores de sus respectivos departamentos.

Cada empleado dispone de un ordenador, estando éstos conectados en red del siguiente modo: El director general esta
conectado a cada uno de los directores de departamento con cables de longitud uno. Los empleados de cada
departamento estan conectados entre si segln las tablas siguientes, en las que se indica la longitud de los cables de
conexion:

P2 | P3| P4 [Ps | Pe | P7 S2 |S3 [S4 |S5 |Se |S7 Vo | V3 |Va |V5 | Ve [V7 |Vs | Vo [Vio
p: |5 4 |3 S, |3 2 4 Vq 3 2
p2 314 (516 |1 S, 2 7 3 Vs 4 1
P3 2 S3 6 1 \ 2 |6 2
Ps 2 3 |5 Sy 4 4 /3 1 2
Ss 5 Vg 3 4 |3
Se 2 V7 7

Los problemas son:

a. ¢Puede cada empleado comunicarse, a través de la red, con cualquier otro miembro de la empresa?

b. ¢Podria un mensaje recorrer todos los cables de la red sin pasar dos veces por el mismo tramo?

c. ¢Puede dibujarse en un plano un esquema de la red del departamento de servicios se forma que no se corten entre si
las lineas que representan los cables?

d. En el departamento de servicios, ¢podria su director enviar un mensaje a todos los empleados de forma que pase de
un empleado a otro sucesivamente y vuelva a él, sin que pase dos veces por el mismo empleado?

e. Halla los itinerarios méas cortos entre el director del departamento de proyectos y cada uno de sus miembros.

f. Awverigua si en el departamento de ventas es posible que sus miembros trabajen por parejas, de forma que no sobre
nadie y que trabajen juntas personas cuyos ordenadores estan conectados directamente. (jEI jefe también trabaja!).

g. ¢Cual es el minimo nimero de turnos de vacaciones necesario en el departamento de ventas, si no pueden tomar
vacaciones, simultdneamente, personas que tengan sus ordenadores directamente conectados?.

h. ¢Cuantos metros de cable podemos ahorrar suprimiendo conexiones de forma que no perdamos conectividad en la
red?

2) Sea G el grafo de la figura

a) Estudiar razonadamente si G es Euleriano.
b) Estudiar si G es Hamiltoniano.
c) Obtener el nimero cromatico de G.

d) Supongamos que A={Vy, V4, Vs, V7, V1o, V11, Vi3, Vi6} representa un conjunto de 8 profesores y B={v,, Vs, Vs, Vg, Vg,
V1o, V14, Vis} UN conjunto de 8 alumnos y supongamos que un vértice de A y otro de B son adyacentes si el alumno
correspondiente puede asistir a las tutorias del profesor.

Suponiendo que un profesor s6lo puede atender a un alumno cada vez, razona, dando una justificacion en términos de
grafos, si todos los alumnos pueden ser atendidos simultaneamente.

e) Estudia el mismo problema anterior suponiendo que hay que respetar las preferencias siguientes:

{VaV1, VoV, VsV, VsV7, VaVi, V3V, VgVie, VoV, VoVio, V12Vio, V1aVio, V1iaVis, VisVie}
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3) Se considera el grafo G de la figura. Se pide:

a)
b)
c)
d)
e)

¢Es G bipartido?

¢ Es euleriano?

¢Es hamiltoniano?

¢Cual es su nimero cromatico?
¢Es planar?

4)a) Enunaempresa quimica se fabrican 8 productos: A, B, C, D, E, F, G y H. Algunos de esos productos reaccionan
violentamente al mezclarse con otros por lo que es obligatorio almacenarlos en diferentes dependencias. Si la tabla
adjunta informa de las sustancias cuya mezcla es potencialmente peligrosa, ¢cual es el minimo n° de dependencias que
se necesitan?.

A |B |[C [D |[E |F |G |H
B |v v o [v |v
C v o |[v v |v
D v v
E v [v v
F v o|v
G Vv

b) Lared de distribucion de la empresa esta formada por 8 centros de almacenamiento y distribucion,

{dl !d2 y

..., dg }. Estos centros estan conectados con la fabrica a través de una red de carreteras segun indica el grafo

adjunto. (Las longitudes de los diferentes tramos de esa red aparecen expresadas en decenas de kilometros). Halla el
itinerario de longitud minima que conecta la fabrica con cada centro de distribucion.

5) Un departamento de una empresa tiene establecidas dos redes locales de comunicacion distintas entre sus ocho
terminales. Las lineas de conexion de cada red estan esquematizadas en los siguientes grafos:

B
A C
H D
E
G F
Red | Red I1

a) Analiza si los grafos que representan las redes | y 11 son isomorfos.
b) En el grafo de la red I, ;se pueden conectar los terminales evitando que haya superposicién de las lineas de
conexion?. ;Y en el grafo de la red 11?
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c) Se pretende colocar etiquetas en los terminales de modo que dos terminales conectadas a través de la red Il reciban
etiquetas distintas. ¢Cual es el minimo nimero de etiquetas necesarias?

d) Comprueba que el grafo de la red | es bipartido y encuentra un emparejamiento completo para el mismo.

e) Para evitar problemas de interferencias en la red Il, se van a

suprimir enlaces que no afecten a la conectividad total de la red. B |[C [ |E |[F |G [H
Si la longitud de los enlaces (en metros) viene dada por la tabla A |6 13 >
adjunta, ¢cudl serd la longitud total maxima de los cables que se B 7|8 6
pueden retirar? D 8 5 |12
F 11 10 |9
G 6 10

6) En lared telefonica representada en la figura se ha detectado alguna averia. El técnico encargado de repararla tendra
que recorrer todos los nodos (vértices) de la red para comprobar las conexiones.

a) ¢Puede revisar todos los vértices sin pasar dos veces por el mismo y volviendo al vértice inicial?

b) Si la respuesta es negativa, redisefiar la red conservando el n° de conexiones de cada nodo de modo que la revisién
anterior si sea posible.

c) En vista de que las conexiones son correctas, el técnico decide revisar todos los tramos de la red para detectar la
posible averia. ;Puede hacerlo sin pasar dos veces por el mismo tramo?

d) Los nimeros anotados en cada tramo indican el coste de reparacién de cada uno. Suponiendo que todos los tramos
estan defectuosos, ¢cuales son los tramos que deben renovarse para que todos los vértices queden conectados por
tramos renovados y con un coste minimo?

e) Se decide reparar de forma urgente sélo los tramos que permitan la conexion entre los nodos A y F. ;Cudles seran
los tramos que hay que reparar para que el coste sea minimo? ¢ Cual sera el coste total de esta reparacién?

f) Se ha decidido también renovar todos los nodos de la red, pero por problemas de conexiones dos nodos
directamente conectados no pueden estar hechos del mismo material. ; Cuantos materiales distintos se necesitan para la
fabricacion de los nodos?

g) Se desea que la red admita el fallo en dos nodos sin perder la conexion entre los nodos restantes. ;Qué nuevas
conexiones se deben establecer?

G

7) Los empleados de una empresa tienen sus ordenadores: {A, B, C, D, E, F, G, H, 1, J}, conectados entre si en una
red cuyas conexiones se indican, en coste por unidades de longitud de cable, en la tabla siguiente:

C D E F G H [ J
A 22 14 8
B 10 12
C 15 18
D 9 11
E 7 13
F 17
G 16

a) El técnico encargado de reparar la instalacion debe revisar todos los ordenadores una Unica vez, ;puede hacer un
recorrido que empiece y termine en el mismo ordenador?

b) El técnico proyecta realizar un nuevo trazado de la red con un coste minimo y de manera que todos los ordenadores
queden conectados entre si, ¢cudl seria el nuevo proyecto?
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c) Como el coste es demasiado elevado se decide reparar lo minimo necesario para que los ordenadores A y H queden
conectados por tramos renovados, ¢cuales seran los tramos que hay que reparar?

d) ¢Cual es el minimo nimero de turnos de vacaciones de verano que hay que establecer, si no pueden tomar
vacaciones simultdneamente, personas que tengan sus ordenadores directamente conectados?

e) ¢Es posible que todos los empleados trabajen por parejas, de forma que trabajen juntas personas cuyos ordenadores
estén conectados directamente? En caso afirmativo, hallar un emparejamiento.

8)  Se considera el grafo G cuyo conjunto de vértices es V={a, b, ¢, d, e, f, g, h, i} y cuyas aristas con sus pesos
correspondientes vienen dados por la siguiente figura:

a) ¢Existe un camino euleriano en G?

b) ¢Existe un camino hamiltoniano en G?
c) ¢Cual es el nimero cromatico de G?

d) Halla la ruta mas corta desde el vértice a
a cada uno de los restantes vértices.

9) Se considera el grafo G cuyo conjunto de vérticesesV={ A, B,C,D,E,F, G H, I,J, K, L, M, N, P}y cuyas
aristas vienen dadas por la siguiente fiaura:
A B C

Contesta razonadamente a las siguientes preguntas:

a) ¢Existe algin camino euleriano cerrado en G?

b) ¢Existe algin camino hamiltoniano cerrado en G? En caso afirmativo, hallalo.
c) ¢Cual es el nimero cromatico de G?

10) Se considera el grafo ponderado G correspondiente a una red viaria que comunica el conjunto de ciudades
V={A B,C,DEFG, H,IJ K, L, M, N, P}y cuyas vias, con las distancias correspondientes entre las ciudades,
vienen dadas por la figura adjunta.

a) Se quiere renovar una parte de la red viaria, con el minimo coste posible de construccién, de modo que todas las
ciudades queden comunicadas por tramos renovados. ¢Qué tramos habra que renovar?

b) Prueba que el grafo G es bipartido y encuentra la particién del conjunto de vértices V.
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11) El siguiente grafo muestra la red de calles que comunica los distintos puntos de interés turistico de una ciudad
junto con el coste estimado para la renovacion de los distintos tramos.

Responde a las siguientes preguntas justificando todas las respuestas:

a) ¢Qué tramos hay que renovar para que el coste total sea minimo y cada punto de interés tenga acceso por un tramo
renovado?

b) Analiza si la red de calles se puede dibujar de modo que las Unicas intersecciones entre las distintas calles se
produzcan en un punto de interés turistico.

c) ¢Cual es el minimo nimero de colores que se necesitan para colorear en el grafo los puntos de interés turistico de
modo que no reciban el mismo color dos puntos adyacentes?

d) ¢Existe un paseo que recorra todas las calles una sola vez y regrese al punto de partida?, ¢y si no imponemos la
condicién de regresar al punto de partida?

e) Las calles de esta zona son estrechas, y los coches solo pueden circular en una direccién. Estudiar si es posible
orientar las calles de modo que desde cualquier lugar de interés turistico se pueda ir a cualquier otro. En caso de que sea
posible, dar una orientacién con esas condiciones.

12) En el grafo ponderado de la figura se estan calculando, por el algoritmo de Dijkstra, las distancias desde s a cada
uno de los restantes vértices del grafo. Los vértices s, a y e han alcanzado su etiqueta definitiva (enmarcada en trazo
grueso), mientras que en el resto de vértices aparece su etiqueta provisional (enmarcada en trazo fino).

(@) ¢Qué etiquetas cambian en el siguiente paso?

(b) ¢Cudl es el siguiente vértice en alcanzar etiqueta
definitiva?

12

13) Se considera la sucesion [4, 4, 3, 3, 3, 3]. ¢ES una sucesién grafica? En caso afirmativo, construye dos grafos
simples, uno planar y otro no planar, que la tengan como sucesion de grados. ;Existe un grafo bipartido con esta
sucesion?
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14) Si G = (V, A) es un grafo simple se llama complementario de G al grafo G = (V, A*) que tiene los mismos
vértices que G y por aristas a todos los pares de vértices que no son aristas de G. Se pide:

a) SiGtiene v vérticesy a aristas, ;cuantas aristas tiene su complementario?

b)  Probar que si G es simple, conexo y planar con v > 3, entonces a <3 (v—2).

c) Probarquesi Gy G son planares, entonces v <11.

15) En la figura aparece un grafo ponderado G.
a) Construir el arbol generador minimo de G.

b) Calcula los caminos méas cortos desde A a los vértices que disten de A menos de 45.

A 14
10f 1
E¢” o
29
I
17

B 24C 2 D
1 2 6 N3
Fi_ 14 G} 22 ],
1
27/ 3 1
J 26 K

16) Un grafo G conexo tiene la siguiente sucesion grafica d = (5,4, 4, 3,3, 3,2, 2, 2).
a) Si G es planar, ;cuantas caras tiene?, ¢es un grafo euleriano?
b) Si G es bipartido, ;cuél es su niumero cromético?, ¢es un grafo hamiltoniano?

17) Sea G un grafo simple de 10 vértices tal que el grado de cada vértice es al menos 6 y el nimero de aristas es

maltiplo de 13. Se pide:

a) Probar que G es conexo.
b) Hallar el nimero de aristas de G.
c) Demostrar que G posee ciclos impares.

d) Hallar el nimero de vértices de grado 6 suponiendo que G es euleriano.

18) Los empleados de una empresa tienen sus ordenadores conectados entre si segln la red de la figura en cuyas
conexiones se indica el coste por unidades de longitud de cable. Se pide:

a) Hallar un camino, si existe, para que un técnico
pueda revisar todos los tramos de la red sin pasar
dos veces por el mismo tramo.

b) El técnico proyecta variar el recorrido de los
cables de forma que las lineas de conexion no se
corten, ¢es posible el nuevo proyecto?

c) El técnico proyecta simplificar la red
suprimiendo conexiones, de forma que la red
resultante tenga un coste minimo y de manera
que todos los ordenadores queden conectados
entre si, ¢cual seria el nuevo proyecto?

19) La red de ordenadores de una determinada empresa puede ser representada por el siguiente grafo, donde los pesos
de las aristas corresponden a la longitud de los cables, en metros.

a) Desde el terminal A se quiere enviar un mensaje al terminal D por el camino minimo. ¢(Recorre este mensaje
necesariamente el tramo BD? Obtener un arbol de caminos minimos desde el terminal A al resto de los terminales.
b) Se quieren renovar algunos tramos de la red, de forma que el coste de renovacion sea minimo (el coste es
proporcional a la longitud del tramo) y que todo par de terminales quede conectado por un camino renovado. ¢Cudles
son los tramos a renovar?, ¢hay que renovar necesariamente el tramo BD? ;Cual es el coste total de la renovacion?
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c) ¢Se puede mandar un mensaje desde el terminal K, que recorra todos los demas terminales (A, B, C, D, E, F, G, H,
I, J), pasando una sola vez por cada terminal? En caso afirmativo decir cual seria el camino.

B - C D

“A}|- TE__

1
» J Pasillo L

—

a) ¢Existe alguna forma de recorrer la exposicion de modo que se pase por cada puerta solo una vez y se vuelva al
punto de partida? En caso afirmativo, trace el recorrido y en caso negativo, trace un recorrido, que empiece y termine
en el exterior del museo, en el que exista un minimo nimero de puertas por las que haya que pasar dos veces.

b) Se quiere pintar las distintas salas y el pasillo de la exposicién de forma que dos recintos comunicados por puertas,
tengan colores distintos. ¢Cual es el minimo nimero de colores necesario?

21) Se considera una red de ordenadores conectados entre si como muestra el grafo adjunto, en las que se indica la
longitud en metros de los cables de conexién.

a) Halle las conexiones minimas, en metros de cable, entre el ordenador a y cada
uno de los restantes ordenadores de la red.

b) ¢Cuéantos metros de cable podemos ahorrar suprimiendo conexiones de forma
que no perdamos conectividad en la red?

c) ¢Cudl es el minimo nimero de turnos de vacaciones necesario, si no pueden
tomar vacaciones, simultdneamente, personas que tengan sus ordenadores
directamente conectados?

22) Dada la matriz de adyacencia de un grafo G, con conjunto de vértices V = {vi, .. , Vio}, Se pide:
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0111100010

1000000000 ., i .

1000101000 a) Hallala sucesion de grados y el nimero de aristas de G.
1000011100 b) Construye un arbol de bisqueda en anchura con raiz en el vértice vy ¢Es
1010000000 G conexo?

0001000010 c) ¢Es un grafo bipartido?

0011000100 d) ¢Existe algin camino hamiltoniano abierto o cerrado?
00010010011

1000010100

000000010 0

A B
23) Sea G = (V, A) un grafo simple con 2n vérticesy M = [B CJ la matriz de adyacencia de G, con A, B, C

de orden n x n. Responde razonadamente en cada uno de los siguientes casos:
a) SiB=0,esG conexo?

b) SiA=C=0,¢es G bipartido?

c) SiBtiene todas las entradas igual a1y A= C =0, ¢es G hamiltoniano?
d) Si G esconexoy lasuma de las entradas de M es 2n-2, ¢ es G un arbol?

24) El grafo de la figura representa un barrio de una
ciudad, donde la etiqueta de cada arista es la longitud de
la calle correspondiente.

En “a” estalla una conduccién de gas. La onda
expansiva tiene un alcance de 60 m. y se propaga a
través de las calles.

¢ Cuéles son las plazas no afectadas?

25) Se quiere construir una nueva red de carreteras que
conecte 8 ciudades: {A, B, C, D, E, F, G, H}. El coste
de construccion estimado entre cada dos ciudades viene dado por la tabla adjunta. ;Qué tramos de carretera han
de construirse para que el presupuesto total sea el minimo posible?

B |[C |E |F |H

A |6 13 5
B 7 6
D |8 |8 |5 |12

F 11 9
G 6 10 |10

26) Sea G un grafo simple de 12 vértices tal que el grado de cada vértice es al menos 7 y el nimero de aristas es
maltiplo de 17. Se pide:

a) Probar que G es conexo.

b) Hallar el nimero de aristas de G.

c) Demostrar que G posee ciclos impares.

d) Hallar el nimero de vértices de grado 8 suponiendo que G es euleriano.
e) ¢Es G hamiltoniano?



