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Nimeros reales Nimeros enteros

Nudmeros enteros

Definicion

El conjunto de los nimeros enteros es el conjunto
Z={...,—n,...,—3,-2,-1,0,1,2,3,....n,...}.

En Z se pueden definir dos operaciones binarias internas +,- : Z X Z — 7
con las siguientes propiedades:

i)a+ (b+c) = (a+ b)+c, a(lbc) = (ab)c, para todo a,b,c € Z
(asociativa),
ii) a+ b= b+ a, ab= ba, para todo a, b € Z (conmutativa),
iii) a+ 0= a, al = a, para todo a € Z (existencia de elemento neutro),

iv) para todo a € Z existe —a € Z tal que a + (—a) = 0 (existencia de
elemento opuesto),

v) ab=ac = b= c, para todo a,b,c € Z con a # 0 (cancelativa).
vi) a(b+ c) = ab+ ac, para todo a, b, c € Z (distributiva).
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Nimeros reales Nimeros enteros

Conjuntos ordenados

Definicion
En Z se puede definir una relacién de orden compatible con la suma vy el
ducto:
pro ucoa<b:> at+c<b+c paratodoceZ
- ac < bc para todo c € Z con c >0

Observacion

Una relacién < en un conjunto A es una relacién de orden si es reflexiva
(a < a, para todo a € A), antisimétrica (a < by b < a=a = b)y
transitiva (a< by b<c=a<c).

Un conjunto ordenado es un par (A, <), donde < es una relacién de orden
en A.
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Nimeros reales Nimeros enteros

Elementos caracteristicos de conjuntos ordenados

Observacién
Dado (A, <) conjunto ordenado y dado un subconjunto no vacio S de A:

i) ¢ € A es cota superior de S si x < ¢ para todo x € S,
ii) ¢ € A es cota inferior de S si ¢ < x para todo x € S,

iii) s € A es extremo superior o supremo de S si es cota superior y para
toda cota superior ¢ de S se tiene s < c,

iv) i € A es extremo inferior o infimo de S si es cota inferior y para toda
cota inferior ¢ de S se tiene ¢ < J.

v) me S es maximo de S si x < m para todo x € S,

vi) m€ S es minimo de S si m < x para todo x € S.

vii) Se dice que S estd acotado superiormente si tiene una cota superior.
viii) Se dice que S estd acotado inferiormente si tiene una cota inferior.

ix) Se dice que S estd acotado si estd acotado superiormente e

inferiormente. )
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Nimeros reales Nimeros enteros

El axioma de buena ordenacion

Propiedad (Axioma de buena ordenacién en 7Z)

Si X es un subconjunto no vacio acotado inferiormente de Z, entonces X
tiene minimo.

Consecuencia
Si X es un subconjunto no vacio de NU{0}, entonces X tiene minimo.

Teorema (Principio de induccién)

SeaS CNtalque:i)leS,ii)sikeS=k+1€S.
Entonces S = N.

Teorema (Principio de induccién fuerte)

SeazgeZyseaSCZy={z€Z|z> 2z} tal que:
i)zpeS,ii)si{zn,z+1,...,n} CS=n+1€S.
Entonces S ={z € Z |z > z}.
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Ndmeros reales Cardinalidad de conjuntos

Cardinalidad de conjuntos

Definicion
Se dice que dos conjuntos A y B son coordinables o equipotentes, o que

tienen el mismo cardinal cuando puede establecerse una aplicacién biyectiva
entre ambos.

Definicién
Diremos que un conjunto A es infinito cuando es equipotente a una parte
propia? de si mismo.

“Se dice que B C A es una parte propia de A si B # A.
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Ndmeros reales Numerabilidad
Numerabilidad
Definicion
Diremos que un conjunto infinito es numerable cuando es equipotente a N.

Proposicion
Q es numerable.

Proposicién
El conjunto resultante de la unién numerable de conjuntos numerables es
numerable.

Proposicién
El conjunto [0,1] = {x|x € RA0 < x < 1} es no numerable.

Corolario
Sean a, b € R con a < b, entonces [a, b| es no numerable.
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Nimeros reales Nimeros irracionales

Numeros irracionales

Definicion

Diremos que un numero real es irracional si no puede expresarse como

cociente de dos enteros.

Proposicion

V2 es irracional.

Corolario

. m L
Sim,n € Z* entonces —+/2 es irracional.
n
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Nimeros reales Nimeros reales
Definicion de cuerpo
Definicion
La terna (M, +, ) formada por un conjunto y dos leyes de composicién, se
dice que es un cuerpo, si satisfacen las siguientes propiedades:
i)a+(b+c)=(a+b)+c, a-(b-c)=(a-b)-c para cualesquiera
a,b,c € M (asociatividad).
iil) a+ b= b+ a, ab= b-a para cualesquiera a, b € M (conmutatividad).

iii) existe 0 € M tal que a+ 0 = 0+ a = a para todo a € M (elemento
neutro), existe 1 € M tal que a-1 = 1-a = a para todo a € M (elemento
unitario).

iv) paratodoVa € M, existe be M (b= (—a)) talquea+b=b+a=0
(existencia del opuesto), para todo a € M* = M — {0}, existe b e M
(b= a1) tal que a-b = b-a =1 (existencia del inverso).

v) a-(b+c) = a-b+a-c, (a+b)-c = a-c+b-c para cualesquiera a, b,c € M
(propiedad distributiva).

1 (el cuerpo debe tener por lo menos dos elementos).
Facultad Informatlca (up ) 0 CALCULO INFINITESIMAL Numeros reales Grupo 2B 9/15



Nimeros reales Nimeros reales
Definicion de cuerpo ordenado

Definicién
Dada una relacién de orden en un cuerpo M, se dice que es compatible con

[ | dugto sj:
asuma};izr‘;u{oaﬂ'_c<b+c para todo c € M

ac < bc para todo c € M con ¢ >0

Se dice entonces que M es un cuerpo ordenado.

Propiedades

Sea (M, +, ) cuerpo ordenado, se cumplen las siguientes propiedades:
i)a<byb<a = a=hb.

ii)a<byb<c = a<ec.

iii) Va,be M se cumple a<bob<a.

iv) a<b,Vce M secumplea+c<b+c.

v) a< b, Yc >0, se cumple ac < bc.
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Nimeros reales Nimeros reales

Cuerpo ordenado completo

Definicion
Si se cumple que todos los subconjuntos acotados de un cuerpo ordenado,
tienen supremo e infimo, diremos de ese cuerpo que es ordenado y completo.

Teorema

(R, +,+) es cuerpo ordenado completo y ademds es el tinico que existe salvo
isomorfismos.
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Numeros reales Propiedad Arquimediana
Propiedad Arquimediana de los nimeros reales

Proposicion

Va,b€e R, a,b>0dn e N tal que na > b.

Corolario

Seaac R ya>0, entonces existe n € N tal que 0 < % < a.

Proposicion

Entre dos reales cualesquiera siempre existen racionales.

Proposicién

Entre dos nidmeros reales siempre existen irracionales.
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Numeros reales Valor absoluto. Propiedades

Valor absoluto. Propiedades
Definicion

a si a>0

Sea a € R, llamaremos valor absoluto de a, a |a] = . .
—a si a<0

Propiedades
Sean a, b € R, se cumplen:
i) Jal = | —al.
i) |ab| = [al [6]
i) Sic>0;, |[aj<c & —c<a<c
iv) —|a| <a<|a|.
v) |a+b| < |a| +|b].
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Nimeros reales Intervalos en R

Intervalos en R

Definicion
Sean a,b € R, con a < b, llamaremos:
o [a,b]={xeR|a<x<b}
o [a,b) ={xeR|a<x< b}
o (a,b] ={x eR|a<x<b}.
o (a,b)={xeR|a<x<b}.
@ (—oo,bl ={xeR|x < b}
o (a,+00)={xeR|a<x}.
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Ndmeros reales Desigualdad de Cauchy-Schwarz

Desigualdad de Cauchy-Schwarz

Teorema

Sean ai,ar,...,an € Ry by, by, ..., b, € R, entonces se verifica

n
> laibi| <
i=1

Corolario (Desigualdad de Minkowski)

Sean a;, b; € R, coni =1,2,3,...,n, entonces se cumple que

n n n
E (ai + b;)? < E a,? + E bi2'
i=1 i=1 i=1
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