CALCULO 11-M
Examen de Septiembre 2006

Duracién 2h 30m

Ejercicio 1 (3 puntos)

1. Resolver la desigualdad
% — 12
x

> 1.

2. Encontrar el drea mdxima posible de un rectangulo con base en el eje
OX y vértices superiores sobre la curva

y=3—a°
3. Calcular el valor medio de la funcion
f(z) =sin®z
en el intervalo [0, ).

Solucioén:

1. Operando resulta

2_12 2_12
x >1 & v —1>0
T T
2 —x—12
s — >0
T
3 —4
= (z+3)( )>0.
T



En la dltima fraccién existen tres factores con raices en —3, 0 y 4.
Anilisis de los signos

r<-3|-3<zx<0|0<z<4|d4<z
x+3 — + + +
z - - + +
x—4 — — — +
resultado — + — +
Por tanto la solucién es S = (—3,0) U (4, +00).
. El drea del rectangulo sera
A = 2xy
= 22(3— 2%
62 — 2z°
siendo 0 < z < /3. Derivando resulta
A'(z) =6 — 6%
Igualando a cero se obtiene
6—62° & 2°=1
& x==1
y desechamos la solucién x = —1 por no pertenecer al dominio. Como

la funcién A es continua en el intervalo [0, v/3] ha de alcanzar méximo
absoluto ( también minimo) en dicho intervalo. Puesto que A(0) =
A(V3) =0y A(1) = 4, la funcién A posee un maximo en z = 1. Por
tanto el drea maxima posible es

A(1) = 4.



3. El valor medio es

1 ™
Vu = /SinSLL'd:U
7T—0 0
1/7r L9 .
= — sin“ z sinz dx
0

™

= / (1 — cos? :Jc) sin z dx
0

P
{ CoST = U —sinxdx=du}
1
s

r=0u=1 z=mu=-1

/_11 (1—u2) du

Ejercicio 2 (2 puntos) Sea R la region del plano limitada por la curva
y=+/x ylas rectas t =0 e y = 1. Calcular:

1. El volumen del sdlido generado al girar la region R alrededor del eje

OY.

2. El volumen del solido con base R y cuyas secciones perpendiculares al
eje OX son tridngulos equildteros.

Solucioén:



1. Seay; =+rey =1
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Para calcular el volumen del sélido al girar alrededor del eje OY uti-
lizamos capas cilindricas de radio x y altura yo — y:

1
V = /27r:r(y2—y1) dx
0
1
= QW/x(l—\/E)d:p
0

2 5/2

Y

5

0

2. Ahora las secciones son tridngulos equildteros de lado y» — y;. El drea
de dichos tridangulos es

A(xz) = —base x altura

(y2 — y1)* sin 60°

N[ =N =

(y2 — 91)2

(1 Vva)".

ST



Por tanto el volumen del sélido es

V = /[;IA(:II)dLL’

Ejercicio 3 (3 puntos)

1. Estudiar la convergencia o divergencia de la serie

2. Obtener el plano tangente a la superficie xy —2yz —xz = 1 en el punto

3. Calcular el drea encerrada por un pétalo de la curva en polares r =

n=1 77/!
(1,-2,1).
acos 20.
Solucién:

1. Aplicando el criterio del cociente se tiene

. an—l—l .
lim = 1
n—-+oo an n—-+o0o

= lim

n—-+4oo

= lim
n—-+o0o

= €.

(n+1)" n!
(n+1)! n»

1 n
(1+3)
n

Como el limite anterior es mayor que 1 la serie es divergente.
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2. El gradiente de f es

Vv

y en particular

Vf(1,-2,1)=—3i— j+3k.

Jel+ fyi+ [k
(y—2)i+(x—22)j— 2y +2)k

En consecuencia la ecuacién del plano tangente en P es

—3xz—1)—(y+2)+3(z—1)=0

o bien

3. Valores de r segin 6

dr+y—32+2=0.
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Griéfica en el plano polar




El drea encerrada por un pétalo curva es

w/4 1
A = 2/ —r2de
0 2
w/4
= a2/ cos® 26 db
0

_ az/”/41+cos49d9
0 2

1 71'/4 a2 71'/4
= —a2/ d@—i——/ cos 40 do
2 Jo 2 Jo
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g

Ejercicio 4 (8 puntos) Determinar la existencia, y el valor en su caso, de
los mdzimos y minimos de la funcion de la funcion

1 1
flzy) =2y +—+ =
roy
en la region D = {(z,y)/ = >0, y > 0}.
Solucién:

La funcién admite derivadas parciales en todos los puntos de D. Por tanto,
los puntos criticos son las soluciones de

1
1
fm = XrT— — = 0
Y2
De la primera ecuacion resulta
1
V=
y por tanto
r—azt=0.

Puesto que x ha de ser mayor que 0, resulta

z=1



y=1.

Para analizar dicho punto critico estudiaremos las derivadas segundas

2
f:ELE = E g
f:vy = fy:v =1
2
foy = — =2
vy y3
Por tanto,
fez =2>0

y el determinante de la matriz hessiana

o fww fa:y
A N fym fyy
_ '2 1‘

1 2
= 3>0.

En consecuencia existe un minimo local en dicho punto de valor f(1,1) = 3.
En realidad se trata de un minimo absoluto ya que es el tnico punto critico
y la funcién crece indefinidamente cuando x o y — +00 o cuando z o y — 0.



