Tema 1

Conjuntos de nuimeros y
sucesiones

1.1 Numeros reales

Teorema 1.1.1. (principio de induccion)
Sea P(n) una relacion cuya verdad o falsedad dependen de n, y se cumplen:

i) P(1) es verdad.
it) Si P(k) es verdad, entonces P(k+ 1) es verdad, sea cual sea k € N.
Entonces P(n) es cierto ¥n € N.

Definicién 1.1.1. Se dice que dos conjuntos A y B son coordinables o equipotentes,
cuando puede establecerse una aplicacion biyectiva entre ambos.

Definicién 1.1.2. (Dedekind, 1872) Diremos que un conjunto A es infinito cuando es
equipotente a una parte propia' de si mismo.

Definicion 1.1.3. Diremos que un conjunto infinito es numerable cuando es equipotente

a N.
Proposicion 1.1.1. Q es numerable.

Proposicién 1.1.2. El conjunto resultante de la union numerable de conjuntos numer-
ables es numerable.

Proposicién 1.1.3. El conjunto [0,1] = {z|z € RA0 < x <1} es no numerable.
Corolario 1.1.1. Sean a,b € R con a < b, entonces [a,b] es no numerable.

Definicion 1.1.4. Para extender la nocion de “numero” de elementos de un conjunto
al caso general asociaremos, siguiendo a George Cantor, a cada conjunto X un nuevo
objeto que se denota por card(X) y que se llamara cardinal o potencia de X, y que se
define de manera que satisfaga la condicion siguiente: Para que dos conjuntos X eY sean
equipotentes es necesario y suficiente que card(X) = card(Y).

'Se dice que B C A es una parte propia de A si B # A.



Definicion 1.1.5. Diremos que un nidmero real es irracional si no puede expresarse como
cociente de dos enteros.

Proposiciéon 1.1.4. V2 es irracional.

Corolario 1.1.2. Sim,n € Z* entonces —/2 es irracional.
n

Definicién 1.1.6. (de cuerpo) La terna (M,+,-) formada por un conjunto y dos leyes de
composicion, se dice que es un cuerpo, si y solo si, se satisfacen las siguientes propiedades:

1. (M,+,-) es anillo.

1.1 (M,+,") es grupo abeliano.

1.1.1 Asociatividad del +, se cumple: a+ (b+c¢) = (a+b)+¢, Va,b,c € M.
1.1.2 Conmutatividad del +, se cumple: a+b=b+a, Va,b e M.
1.1.8 Emistencia del neutro: 3'0 € M tal quea+0=0+a =a, Ya € M.

1.1.4 Euzistencia del opuesto: Ya € M, 3'b e M (b= (—a)) tal que
a+b=b+a=0.

1.2 Asociatividad del -, es decir: a(bc) = (ab)e, Va,b,c € M.
1.8 Distributividad por la derecha y por la izquierda:

1.3.1 a(b+c¢) =ab+ ac, Va,b,c€ M.
1.3.2 (a+b)c=ac+be, Ya,b,c € M.

2. (M,+,-) es anillo conmutativo: ab = ba, Ya,b € M.

3. (M,+,-) es anillo unitario: 3'1 € M tal que al = 1la = a, Ya € M.

4. Egzistencia del inverso: Ya € M* 3'bc M (b=a"') tal que ab = ba = 1.
5. El cuerpo debe tener por lo menos dos elementos: 0 # 1.

Definicién 1.1.7. (de cuerpo ordenado)

Diremos que un cuerpo (M, +,-) es ordenado, siy solo si, existe un subconjunto P C M
con las siguientes propiedades:

I) Se verifica una y solo una de las siguientes cldusulas:
i) a€P
it) —a€P
iit) a=0.
II) Siae P ybe P, entoncesa+b e P.

III) Siae P ybe P, entoncesa-be P.

Definicién 1.1.8. (de <)

Sea (M, +,-) cuerpo ordenado, diremos que a < b, si y solo si, b—a € P; diremos que
a<b, siysolosi,b—a€P oa=h.



Proposicién 1.1.5. (propiedades de los cuerpos ordenados) Sea (M,+,-) cuerpo orde-
nado, se cumplen las siguientes propiedades:

1) a<byb<a = a=h.

2) a<byb<c = a<ec.

3) Ya,be M se cumple a <b ob<a.
4) a<b,Vee M se cumple a+c <b+c.
5) a<b,Ve>0, se cumple ac < be.

Definicién 1.1.9. (de cotas y conjuntos acotados)

Sea (M,+,-) cuerpo ordenado y A C M un subconjunto suyo, diremos que k € M es
cota superior de A (o lo que es lo mismo, que A estd acotado superiormente por k), si y
solo si, Vx € A se cumple que x < k. Obsérvese que en ningin caso estamos afirmando
que ese k tenga mecesariamente que existir. Andlogamente diremos que k' € M es cota
inferior de A (o lo que es lo mismo, que A estd acotado inferiormente), si y solo si, Vo € A
se cumple que k' < x.

Un subconjunto A de un cuerpo ordenado se dice que estd acotado si lo estd superior
e inferiormente.

Definicién 1.1.10. (de mdzimo y minimo) Sea (M,+,-) cuerpo ordenado y A C M,
llamaremos mdzimo del subconjunto A, al elemento a € A, cuando exista, tal que Vx € A,
se cumple z < a.

Andlogamente llamaremos minimo del subconjunto A al elemento a' € A, cuando
exista, tal que Vo € A, ' < x.

Definicién 1.1.11. (de supremo e infimo)

Sea (M,+,-) cuerpo ordenado y A C M, llamaremos supremo de A, a la menor de
las cotas superiores de A, cuando exista. Lo notaremos como sup(A). Andlogamente
llamaremos infimo de A, a la mayor de las cotas inferiores de A, cuando exista, y se le
representard por inf(A).

Definicion 1.1.12. Si se cumple que todos los subconjuntos acotados de un cuerpo orde-
nado, tienen supremo e infimo, diremos de ese cuerpo que es ordenado y completo.

Teorema 1.1.2. (R,+,) es cuerpo ordenado completo y ademds es el uinico que existe
salvo isomorfismos.

Proposicion 1.1.6. Va,b € R, a,b > 0 In € N tal que na > b.

Corolario 1.1.3. Sea a € R y a > 0, entonces existe n € N tal que 0 < % < a.
Proposicién 1.1.7. Entre dos reales cualesquiera siempre existen racionales.
Proposiciéon 1.1.8. Entre dos numeros reales siempre existen irracionales.

Definicion 1.1.13. Sea a € R, llamaremos valor absoluto de a, a

a st a>0
jaf = —a 81 a<0



Proposicién 1.1.9. (propiedades del valor absoluto) Sean a,b € R, se cumplen:
i) la| =|—al.
ii) |abl = la| [b].
iii) Sic>0; la]<c & —c<a<e.
) —la] <a<lal.
v) la+0b] < |a| + [b].

Definicién 1.1.14. (de intervalos en R) Sean a,b € R, con a < b, llamaremos:

[a,b] = {z|lreRAa<z<b}
[a,b) = {zlreRAa<z<b}
(a,b] = {zlre RAa<z<b}
(a,b) = {zlr e RAa <z <b}
(—00,b] = {zlreRAz <D}
(a,4+0) = {zlr e RAa<z}.
Teorema 1.1.3. Sean ai,a9,...,an € R y b1,ba,...,b, € R, entonces se verifica

Corolario 1.1.4. (desigualdad de Minkowski discreta con p = 2) Sean a;,b; € R, con
1=1,2,3,...,n, entonces se cumple que

n

Z(ai +b;)? < ia? + ibf
i—1 i=1

i=1

1.2 Numeros Complejos

Definicién 1.2.1. (Hamilton, 1833) Sea C = {(z,y)|lxr € RAy € R} = R x R, definimos
la estructura (C,+,-), donde

+:CxC — C, talque (a,b)+ (c,d) = (a+c,b+d),
- :CxC — C, tal que (a,b) - (¢,d) = (ac —bd,ad + bc).

Proposicién 1.2.1. (C,+,-) es cuerpo.
Proposicién 1.2.2. (C,+,:) no es cuerpo ordenado.

Proposicién 1.2.3. Sea (C,+, ) el cuerpo complejo, y sea A = {(z,0)|z € R}, entonces
se verifica:



i) (A,+,-) es subcuerpo de (C,+,-), siendo + y - restricciones a A de las operaciones

en C.
i) (A,+,-) es isomorfo* a (R,+,-), mediante ¥((a,0)) = a.

Definicién 1.2.2. (forma bindmica)
Definiremos © = (0,1), 1 = (1,0), supuesta conocida la estructura de R x R como
R—espacio vectorial, es claro que

(a,b) = a(1,0) +b(0,1) = a + bi.

Esta definicion conlleva que (0,1)(0,1) = (—1,0) = —1. Luego i*> = —1, por consiguiente

i=+—1.

Definicién 1.2.3. (conjugado) Sea z = a + bi, se llama conjugado de z y se representa
por Z, al complejo a — bi, es decir Z = a — bi.

Definicién 1.2.4. (parte real, imaginaria y mddulo)

Sea z = a + bi, se llama parte real de z y se representa por Re(z) = a, al primer
elemento del par (a,b), andlogamente se llama parte imaginaria de z, Im(z) = b, al sequndo
elemento de (a,b). Se denomina mddulo del complejo z, y se representa por |z|, al nimero
real no negativo |z| = va? + b2 = \/Re(2)? + Im(2)2.

Proposicién 1.2.4. (propiedades del conjugado) Sean z,w € C, se cumplen las siguientes
propiedades:

i) Z=-=z.
it) z=7% < Im(z) =0.

i) —z=—2.

w) z+w=zZ+w.
v) Zw=ZW.
vi) Siz#0, 271 =(z)"L
Proposicién 1.2.5. (propiedades del mddulo) Sean z,w € C, se cumplen:
i) z2=0<%|z] =0.
i) [Z] =1zl y | =2l =zl
i) |Re(z)| < [z y [Im(2)| < 2], [2] < |Re(2)[ + [Im(2)].
i) |2? =
v) |zw| = |z] Jwl.

vi) Siz#0, |27 =(lz])7"

2Se dice que dos cuerpos (L, ®,®) y (M, +, x), son isomorfos, si y solo si, existe una biyeccién v :
L — M tal que Yo,y € L, i) Y(z & y) = ¢(2) + ¥(y), i) ¥(z @ y) = ¥(z) X P(y).



vii) |z +w| < |z + |w|.

Definicién 1.2.5. ( argumento y argumento principal)

Sea un complejo z € C, z # 0, y tal que z = a + bi, de las propiedades del mddulo se
deducen —|z| < Re(z) < |z| y —|z| < Im(z) < |z|, por tanto dividiendo por |z|, tendremos
1< Rﬁ(‘z) <ly-1< ‘hﬁz) < 1. Ademds (R‘ez(f))2 + (h(i(f))2 = 1, por consiguiente

Im(z)

senf) = —F=
2]

Re(z)

E
a cualquiera de los valores que sean solucion de ambas ecuaciones. Al unico valor 6 €
[0,27) que las satisface le llamaremos Arg(z), o argumento principal. Se cumple que

arg z = Arg(z) + 2km, con k € Z.

el sistema de ecuaciones tiene solucion. Llamaremos 6 = arg(z)

cosf =

Definicién 1.2.6. ( forma polar o modulo—arqumental)

Las expresiones |z| = va? 4+ 1%, cosf = ﬁ y senf = %, permiten determinar |z| y
Arg(z), a partir de (a,b) € C*. Reciprocamente a = |z|cosf y b = |z|senf, nos permiten
obtener (a,b) conociendo el par (|a|, Arg(z)), que llamaremos forma polar del complejo
(a,b). En textos de cardcter técnico se escribe a veces |Z|Arg(z).

Definicién 1.2.7. ( forma trigonométrica ) Sea z = a + bi, como a = |z|cosf y b =
|z| sen @, podemos escribir z = |z|(cos 0+isend), que se conoce como forma trigonométrica
de un complejo.

Proposicién 1.2.6. (propiedades del argumento)
Sean z,w € C, entonces se verifica

i) argz = —argz + 2km.
it) arg(zw) = argz + argw + 2km.
i) Sea w # 0, arg = = argz — argw + 2km.
iv) Sean € N, entonces arg(z") = narg z + 2km.

Teorema 1.2.1. Sea z = |z|(cos@ +isenf), y n € N, entonces

2" = |z|"(cosnf + isennd).
Definicion 1.2.8. Sea z € C* yn € N, se dice que w € C, es raiz n—ésima de z, st y solo
st, wt = z.

Proposicién 1.2.7. Sea z = |z|(cos0 + isenf) # 0, y n € N, existen n raices n—ésimas
distintas de z, que vienen dadas por

wg = V/|z|(cos pi + isen gy),

siendo
0 2k
oh=— 4+ ke =0,1,2,...,n—1.
n n



Definicién 1.2.9. Definimos e* : C — C tal que si z = a + bi, entonces e* = e*(cosb +
isenb). Entendiendo que el e, que aparece a la derecha, es la exponencial de argumento
real, utilizada hasta ahora. De esta definicion se desprenden tres propiedades inmediatas,
z €R

¥ = 9% = eO(cos0 +isen0) =1,
el = €% =¢el(cos0+isen0) = e,
e = "0 = %(cos0 +isen0) = €.

Proposicién 1.2.8. (propiedades presumibles de e*) Sean z,w € C, entonces se cumplen:
i) e*TW = eV,
ii) e* #0, Vze C.
i) e % =L,
) & =ev,
Teorema 1.2.2. (férmula de Euler) Sea o € R, entonces

e = cosa + isena,

ademds ) ) . )
eOéZ + e—Oﬂ eOé’L _ 6—041

coso=———, Yy sena=————H—

2 21

Definicion 1.2.10. La férmula de Euler permite introducir una nueva forma de repre-
sentar un complejo '
2 = |z|(cos O + isen ) = |z|e?.

esta nueva forma ]2\69’ se conoce como forma exponencial’ de un nimero complejo.

Definicion 1.2.11. Sea z € C*, llamaremos logaritmo neperiano de z, Inz, al nimero
complejo al que hay que elevar e para que de z. Veremos que, sorprendentemente, existen
una cantidad numerable de complejos que son logaritmos de z.

Proposicion 1.2.9. Sea z € C*, entonces
Inz =In|z| +iarg(z) + 2kmi, keZ
el valor Ln z =1n|z| + i Arg(z) se conoce como logaritmo principal.

Definicién 1.2.12. (complejo elevado® a complejo)
Sean z,w € C con z # 0, 2% = e¥n2,

Definicién 1.2.13. (funciones hiperbdlicas reales) Sea x € R, llamaremos funciones
hiperbolicas reales a
er+e* et —e’®

coshe = ————, y senhz =
2 2

3La férmula de Euler permite relacionar entre si los 5 nimeros méas “importantes” en matemaéticas,
e +1=0.

4Las primeras calculadoras de mesa daban error al calcular, por ejemplo (—1)3, por aplicar indiscrimi-
nadamente la férmula de esta definicién.



Definicién 1.2.14. (funciones circulares e hiperbdlicas complejas) Sea z € C, entonces
definimos

elZ + e—lZ 1z __ e—lZ
cosy = ———, seng = ————
2 ’ 2i ’
e+ e e —e *?
coshz = ——, senhz=——7—,
2 2
sen z senh z
tanz = , tanh z = .
CoS 2 cosh z

Teorema 1.2.3. Sea P,(z) =ap+ a1z + as?® + ...+ apz™ un polinomio con coeficientes
reales, es decir, ar € R, Vk € {1,2,...,n}, entonces si z = a + bi es raiz de P,(z),
Z = a — bi también es raiz de P,(z).

1.3 Meétrica. Puntos interiores, de acumulacion y aislados

Definicién 1.3.1. (de distancia en un conjunto X )
Sea X un conjunto, diremos que una aplicacion d : X x X — R, es una distancia, si
y solo si, se verifican:

i) Six#y=dz,y) >0, Vr,ye X.

it) d(z,x)=0,Ve e X (x=y < d(z,y) =0).
i) d(z,y) =d(y,z), Vr,ye€ X.

w) d(z,y) <d(z,2) +d(z,y), Vr,y,z € X.

Al par (X, d) se le llama espacio métrico. SiY C X al par (Y, d|yxy) se le llama subespacio
métrico de X .

Proposicién 1.3.1. Sea (X,d) espacio métrico, se verifica:
i) x1,x9,x3,...,T, € X, entonces

d(xy,xy) < d(x1,22) + d(22,23) + ... + d(Tp—1, Tp).

Definicién 1.3.2. Sea (X, d) un espacio métrico, llamaremos bola abierta de centro a € X
y radio v > 0, al conjunto

B(a,r) ={z|z € X ANd(z,a) < r}.
Llamaremos bola cerrada de centro a y radio r, al conjunto
B(a,r) = {z|x € X Nd(z,a) < r}.
Llamaremos bola abierta perforada
B*(a,r) ={z|r € X Nd(z,a) < r}\ {a}.
Se llamara esfera de radio v y centro a € X, al conjunto

S(a,r) ={z|lxr € X Nd(z,a) =r}.



Definicién 1.3.3. Sea (X,d) espacio métrico y a € X, diremos que un subconjunto
V C X, es un entorno® de a, si y solo si, existe una bola B(a,r) tal que

a € B(a,r) C V.

Definicién 1.3.4. Sea (X,d) un espacio métrico, y A C X un subconjunto de X. Lla-
maremos didmetro de A, al numero real, cuando exista tal que

d(A) = sup{d(z,y)|x,y € A}.

Si 0(A) € R, se dice que A es un conjunto acotado. Si dicho extremo no existe, diremos
que A no estd acotado y escribiremos §(A) = 4o00.

Definicién 1.3.5. Sea (X,d) espacio métrico, y A, B C X subconjuntos no vacios de X.
Se define la distancia entre ambos conjuntos como

d(A, B) = inf{d(z,y)|z € ANy € B}.
En particular la distancia de un punto x € X, al conjunto A C X, vendrd dada por
d(z, A) = inf{d(x,y)|ly € A}.
Definicién 1.3.6. Sea (X, d) un espacio métrico y M C X.
i) Se dice que a € X es punto interior de M, siy solo si, 3B(a,r), tal que B(a,r) C M.

i1) Se dice que a € X es punto acumulacion de M, si y solo si, VB*(a,r), se cumple
B*(a,r) N M # 0.

i11) Se dice que a € X es punto adherente de M, si y solo si, VB(a,r), se cumple
B(a,r) N M # 0.

iv) Se dice que a € X es un punto aislado de M, siy solo si, IB(a,r) tal que B(a,r)N
M ={a}.

v) Se dice que a € X es punto exterior de M, si y solo si, a es interior de X \ M.

vi) Se dice que a € X es punto frontera de M, si y solo si, VB(a,r), se cumple M N
B(a,m) 0 A (X \ M)N B(a,r) # 0.

Llamaremos interior de M

Int(M) . {z|z es interior de M}.
Llamaremos conjunto derivado de M

M' = {x|z es de acumulacion de M}.

Llamaremos clausura o cierre de M

M = {z|z es adherente de M}.

5En realidad la definicién de entorno es: “contiene un abierto que contiene al punto”, pero es equivalente
a la dada al ser las bolas base de la topologia asociada a esa métrica, ver por ejemplo [?] pag.132



Llamaremos exterior de M
Ext(M) = {z|z es punto exterior de M}.

Frontera de M
Fr(M) = {x|z es punto frontera de M}.

Aislados de M
I(M) = {z|x es punto aislado de M}.

Definicién 1.3.7. Sea (X, d) un espacio métrico, se dice que M C X es abierto, si y solo
st, todos sus puntos son interiores.

Definicién 1.3.8. Sea (X,d) un espacio métrico, se dice que M C X es cerrado , siy
solo si, su complementario es abiertoS.

1.4 Limites de sucesiones

Definicion 1.4.1. Se llama sucesion de nimeros reales a cualquier aplicaciona : N — R.
Se denomina término general a la expresion analitica de la aplicacion, es decir a(n),
suele escribirse’” como an. Mientras que con {a,}°%, {an}, o simplemente {a1,as, ...}
representamos a toda la sucesion.

Definicién 1.4.2. (de sucesion convergente)
Una sucesion {a,} C R, diremos que converge hacia a, o que tiene por limite el valor
a, (en stimbolos lim ay, = a), si y solo si,
n—oo

Ve >0 dng(e) € N tal que Vn > ng(e) se cumple que |a, —al| < e.

Definicién 1.4.3. Sea {a,} C R, diremos que lim,_, a, = +00, si y solo si, VK €
Ry, Ing(K) € N, tal que Vn > no(K), a, > K. Andlogamente, diremos que
lim,, o0 ay, = —00, si y solo si, VK € Ry dng(K) € N, tal que Yn > ng a, < —K. De
una sucesion {a,} que tiende a +00 0 —oo se dice que es divergente. Si una sucesion no
es convergente ni divergente se dice que es oscilante.

Proposicién 1.4.1. (unicidad del limite)

Si{an} es convergente, entonces lim a,, es tdnico.
n—oo

Definicién 1.4.4. (de sucesion acotada)

Una sucesion {a,} de nimeros reales, se dice que estd acotada si el conjunto {a, | n €
N} estd acotado (respecto de la topologia usual de R), es decir si AM € Ry tal que
lan| < M.

Proposicién 1.4.2. (convergencia = acotacion)
Toda sucesion convergente estd acotada.

Definicién 1.4.5. (sucesiones mondtonas)
Una sucesion {a,} C R se dice que es

5Una definicién equivalente es: M es cerrado, si y solo si, contiene a todos sus puntos de acumulacién
(ver proposicién ??). La afirmacién de que su complementario es abierto es entonces un teorema
"Dando mayor énfasis al resultado que a la variable, puesto que ya sabemos que recorre los naturales

10



i) mondtona creciente estricta, si y solo si, Vm,n € N, tal quen <m = ap < an,.

it) mondtona creciente (o no decreciente), si y solo si, Vm,n € N, tal quen <m =
an < Q-

i11) mondtona decreciente estricta, si y solo si, Vm,n € N, tal quen <m = ap > ap.
i) mondtona no decreciente, si y solo si, Vm,n € N, tal quen <m = ap > ap,.
Teorema 1.4.1. Toda sucesion mondtona y acotada es convergente.

Proposicién 1.4.3. (propiedades de las sucesiones convergentes)
Sean {an},{bn} C R, se cumplen las siguientes afirmaciones:

lim a, = a
n—oo

i) A = lim (a, +b,) = lim a, + lim b,.
n—oo n
lim a, = a
n—oo

ii) A = lim (an - by) = (lim ay,) - ( lim by,).
n—oo n

lim a, = a
ith)  n—oo } = lim (K- ap) =K (lim ay,).

KeR n—00 n—00
oy . 1 1
i) lima,=a#0 = lim — = —
n—o0 n—oo A, lim a,,
n—oo
lim a, =a .
e o _ i n
i1ib) A = lim 7 = Tmbo
. n—oo
lim b, = b # 0 no N0
n—oo

Proposicién 1.4.4. (generalizacion de +, x,=)
Sean {an}, {bn} C R, entonces se cumplen:
lim a,, = 400 (—00)

“ 7{1170; acotada } - nlggo(a” +bn) = F00 (—00).

i) lim b,, = 400 (—00)

lim a,, = 400 (—00) }
=

lim (ay, + by,) = 00 (—00).

n—oo

lim a,, = 400 (—00)
=

ita) n—oo

li nbn =+ — .
{bn} tal que 0 < K < by, im (ap, - by) = 400 (—00)

n—oo

3 lim a,, = 400 (—00) .
Z’lb) n—oo = hm (an . bn) = —0 (+OO)
{bn} tal que b, < K <0 n—o0

lim a, = 400 (—00
iiia) n—oo (=oc) } = lim % = 400 (—o0).

lim,, o by, =b>0 n—oo by,

11



lim a,, = 400 (—0)

n—00 im 2no_
W) e by = b < 0 = Jim g~ = —o0 (400).
n—oo

lima, =a >0

o . On

) —oa, >0 [ A b, o
n—oo
lima, =0

jiid) n—oo " = lim & = 0.
Ibn| > K >0 =00 by,

Definicion 1.4.6. Han quedado, tras las proposiciones 1.4.8 y 1.4.4, cuatro casos en los
que el limite resultante no depende solo del limite de los operandos sino de la forma en la
que estos tienden a ese limite, y que se conocen como indeterminaciones

oo 0
oo—o0, 0-00, —, —.
oo 0

Ademas si tenemos en cuenta la exponenciacion pueden aparecer nuevas indeterminaciones
00 0 0
1, 07, oo™

En total son 7 (sin tener en cuenta los signos) los casos que pueden presentarse.

FEstas expresiones no hay que leerlas literalmente puesto que por ejemplo 1°° =1, sino
en el sentido de que se trata “algo que tiende a 1”7 elevado “algo que tiende a infinito” y
lo mismo con todas las demds.

Proposicién 1.4.5. Sean las sucesiones {an}, {bn}, {cn} C R, verificdindose lim,_. a, =
[, limy, oo c, =1. Sidng € N tal que VYn > ngy se cumple a,, < b, < ¢,, entonces

lim b, = L.

n—oo
Proposicién 1.4.6. Sean las sucesiones {an}, {by} C R, tales que lim, oo an, =0 y {b,,}
es una sucesion acotada, entonces

lim a,b, = 0.

n—oo
Definicién 1.4.7. Sea {a,} una sucesion de nimeros reales, consideremos una aplicacion
a: N — N estrictamente creciente (n <m = a(n) < a(m)). Llamaremos subsucesién
de {an} respecto de o, a la sucesion {a,} tal que a;, = ag(p)-

Proposicién 1.4.7. Sea {a,} una sucesion convergente y tal que lim, . a, = a, y sea
{al,} cualquier subsucesion de {a,}, entonces {a,} es convergente y lim, o al, = a. Si
{an} es divergente, entonces cualquier subsucesion suya también lo es.

Proposicién 1.4.8. Cualquier sucesion {a,} C R contiene una subsucesion que es o bien
mondtona creciente o bien mondtona decreciente (no tienen porqué ser estrictas).

Teorema 1.4.2. (Bolzano- Weierstrass, version subsucesiones)
Toda sucesion acotada tiene al menos una subsucesion convergente.
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Definicién 1.4.8. Una sucesion {a,} es una sucesion de Cauchy, si y solo si, Ve > 0
dng(e) € N tal que Vm,n > ng se cumple que |apy, — an| < €.

A wveces se substituye la sequnda parte por, si y solo si, Ve > 0 Tng(e) € N tal que
Vn > ng yVk > 1 se cumple que |ap1k — an| < €.

Teorema 1.4.3. Sea una sucesion {a,} C R
{an} converge <= {a,} es de Cauchy.

Proposicién 1.4.9. Sea {a,} C R tal que
1
|an+1 — (In‘ S 27, Vn €N

entonces {an} es de Cauchy.

Definicién 1.4.9. Sea {a,} C R, llamaremos punto de aglomeracion de la sucesion, a
cualquier limite subsecuencial. En otras palabras, un punto es de aglomeracion de {a,} si
existe una subsucesion de {a,} que lo tiene como limite.

Definicién 1.4.10. Sea {an,} C R y sea E = {l : | es punto de aglomeracion de {a,}}.
Llamaremos limite superior de {a,}, en simbolos

lim a, = sup{E},
n—oo
del mismo modo llamaremos limite inferior de {a,}, en simbolos

lim a, = inf{E}.

n—oo
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Tema 2

Funciones, Limites y Continuidad

2.1 Funciones de una variable

Definicion 2.1.1. Se llama funcion real de variable real a cualquier aplicacion f : M —
R, donde M C R. Llamaremos dominio o campo de definicion, al conjunto M en el que
estd definida la funcidn, a veces se representa como D(f). El conjunto de valores que
toma la funcion, se denomina imagen, rango o recorrido y se nota como

R(f)=fM)={yly=f(z) Nz e M}

Se llama grdfica o grafo de la funcion, al subconjunto de R x R tal que

G(f) =A{(z, f(2)) | = € M},

Si proyectamos G(f) sobre el eje OX obtenemos el dominio de la funcion, mientras que si
proyectamos sobre el eje OY obtenemos la imagen.

Definicién 2.1.2. (de restriccion y extension) Sea f : M — R, y sea B C M. La
funcion g : B — R tal que g(x) = f(z), Yx € B, recibe el nombre de restriccion de f a
B y se simboliza como

9= flB-

Por el contrario dada g, se dice que f es una de las posibles extensiones de g a M.

Definicion 2.1.3. Se dice que f: M — R es inyectiva o 1-1 en I C M siVa,y € I se

cumple © # y = f(x) # f(y) (o si se prefiere f(x) = f(y) = x = y). Se dice que f es
inyectiva si lo es en D(f).

Definicion 2.1.4. Sea f : M — R una aplicacion inyectiva, llamaremos funcion inversa
de f a aquella funcion g : f(M) — R tal que (go f) : M — M, verificando

(go f)l@) ==, VoeM,
se nota como g = f~ L.

Definicién 2.1.5. (funciones mondtonas)
Sea f: M — R, con M C R, se dice que
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i) f es mondtona creciente estricta, si y solo si, Vxi,x9 € M, se cumple 1 < x9 =

f(x1) < f(x2).

it) f es mondtona creciente, si y solo si, Vxi,x9 € M, se cumple x1 < x2 = f(x1) <

f(z2).

iti) f es mondtona decreciente estricta, si y solo si, V1,90 € M, se cumple x1 < x9 =

f(z1) > f(x2).

i) f es mondtona decreciente, si y solo si, Vxy,x9 € M, se cumple x1 < x9 = f(x1) >

f(z2).

Definicién 2.1.6. (funciones pares e impares)

Sea f: M — R, con M C R, se dice que f es par (o simétrica respecto al eje OY),
sty solo si, Yx € M se cumple f(x) = f(—x).

Se dice que es impar (o simétrica respecto al origen), si y solo si, Vo € M se cumple
f(2) = — ().
Definicién 2.1.7. (funcion periédica)

Sea f: R — R, si existe un T € Ry tal que Yz € R se verifica que f(x) = f(x +T).
Se dice que f es una funcion periddica de periodo T.

Definicion 2.1.8. Llamaremos funcion racional en x a la que es cociente de dos poli-
nomios en x.

Definicion 2.1.9. Llamaremos funcion algebraica explicita , a aquella en la que la variable
x es sometida a operaciones racionales, junto con un numero finito de operaciones que
supongan elevar las expresiones resultantes a exponentes fraccionarios.

Definicion 2.1.10. Llamaremos funciones trascendentes a las que no son algebraicas.

Definicion 2.1.11. Una subclase importante de las trascendentes son las que se conocen
como funciones trigonométricas o circulares. Son sen(x), cos(x), sus inversas y a las
funciones generadas por ellas.

2.2 Limites

Definicién 2.2.1. Sea f: M — R, M C R y a € M’', diremos que el limite de f(x)
cuando x — a vale | (en simbolos lim f(x) =1 ), si y solo si, VB(l,¢), 3B*(a,d) tal que
r—a
Vx € M N B*(a,d) se cumple que f(x) € B(l,¢).
Esta definicion establecida con bolas es vdlida para funciones entre espacios métricos
cualesquiera, en R toma la siguiente forma

lim f(z) =1 <= Ve>0 3d(e) >0 tal que Ve € M con 0 < |z —a| <§

r—a

se cumple que |f(z)—1] <e.

Definicién 2.2.2. (de funcidn acotada) Sea f: M — R, con M C R, se dice que f estd
acotada en M, st K € Ry tal que

|f(z)] < K, VYx € M.
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Definicién 2.2.3. (generalizaciones con | = +00)
Sea f: M — Rcon MCR, yae M.

lim f(z) =400 <= VK eRy F6(K) >0 tal que Ve € M y con 0 < |x —a| <o

r—a

se cumple que f(x) > K.
De modo andlogo tendremos que

lim f(z) = —00 <= VK eR_ 36(K) >0 tal que Ve € M y con 0 < |z —al <

r—a

se cumple que f(x) < K.

Definicién 2.2.4. (generalizacion cuando a = £00)
Sea f: M — R, M CR, y tal que existe b € R de modo que [b,+00) C M, entonces
lim f(x) =1 <= Ve>0 JK(¢) € Ry tal que Yo > K

r—00

se cumple que |f(x) —1] <e.
Si | = +o0 tendriamos

lim f(z) = +o0 <= VK e Ry IK'(K) € Ry tal que Vo > K’

Tr—00

se cumple que f(z) > K.
Si | = —oo tendriamos

lim f(x) = -0 <= VK e€R_ 3K'(K) € Ry tal que Vo > K’

r—00

se cumple que f(x) < K.

Andlogamente si existe b € R tal que (—oo,b] C M, podemos definir lim f(x) =1. Tanto
r——00

sil € R como sil =400 0 81l =—00.

Definicién 2.2.5. Sea f : M — R, M CR, ya € (M N [a,+)), diremos que f tiende
al, cuando x — a™ por la derecha

lim f(z) =1 <= Ve>0 3d(e) >0 tal que Yo € M y verificando 0 < x —a < 9

z—a™t

se cumple |f(x) —1| <e.

Andlogamente, sea f: M — R, M C R, y a € ((—o0,a]N M), diremos que f tiende a
[, cuando x — a~ por la izquierda

lim f(z) =1 <= Ve>0 35(e) >0 tal que Yx € M y verificando 0 < a—x <9

T—a~

se cumple |f(z)—1| <e.

Proposicién 2.2.1. Sea f: M — R, M C R y a € ((—oo,a] N M)" N (M N [a,+0)),
se cumple
lim f(z) =1 <= lim+ f(z) = lim f(z)=1.

T—a T—a r—a~
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Proposicién 2.2.2. (unicidad del limite funcional)
Sea f: M — R, M C R. Seaa € M, si existe lim f(z) = I, entonces el limite es

r—a
unico.

Proposicién 2.2.3. (+,-,+ de limites funcionales)
Sean f,g: M — R, M C R, a € M', y tales que lim f(z) = | y limg(z) = L,
r—a r—a
entonces se cumplen:

i) lm[f(x) + g(x)] = lim f(x) + limg(z).

r—a

i) lm[f(z)-g(z)] = (lim f(z)) - (lim g(z)).

r—a r—a r—a

_ z—a

iii) Si ili%g(w) = L # 0, entonces ilLI(llg(a;) = Tmg(@)

r—a

Proposicién 2.2.4. (caracterizacion del limite mediante sucesiones)
Sea f: M — R, MCR, yae M,

lim f(z) =1 <= Y{a,} C M \{a} ytal que lim a,=a
n—od

r—a

se cumple que lim f(ay,) = 1.
n—oo

2.3 Continuidad

Definicién 2.3.1. (continuidad local)

Sea f: M — R, M C R, a € M, diremos que f es continua en a, si y solo st,
VB(f(a),e) 3B(a,d) tal que Vx € M N B(a,d) se cumple que f(x) € B(f(a),e). Esta
dltima cldusula también se puede escribir como f(M N B(a,d)) C B(f(a),€).

Con la métrica usual de R, queda: Ve > 0 3d(e) > 0 tal que Y € M con |z —al < J se

cumple que |f(z) — f(a)| < e.
Definicion 2.3.2. Diremos que f es continua en M C R, si y solo si, es continua Ve € M.

Proposicién 2.3.1. (Continuidad en los aislados)
Sea f: M — R, M C R, se verifica

a€ (M) = f es continua en a.

Proposicién 2.3.2. (caracterizacion operativa)
Sea f: M — R, MCR,ae MNM,

f es continua en a <= lim f(z) = f(a).

r—a

Definicién 2.3.3. (de discontinuidad)
Se dice que f: M — R, con a € M es discontinua en x = a si f no es continua en
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Definicién 2.3.4. (de discontinuidad evitable)
Sea f: M — R, con M CR, y seaa€ M, (a punto de acumulacion del dominio),
se dice que f presenta en x = a una discontinuidad evitable si existiendo lim f(x) =1
r—a

y siendo finito, es f discontinua en a, bien porque f no estd definida en a, bien porque
fla) #1.

Se llama evitable porque puede definirse una nueva funcion f* = {

flx) si x#a
l st x = a,
que como vemos es “casi” f, y que sin embargo es continua en a.

Definicién 2.3.5. (de discontinuidad de 1% especie o de salto)
Sea f: M — R, yac (MnNla,+00)) N(MnN(—o0,a]). Se dice que f presenta una
discontinuidad de primera especie o de salto en x = a, st y solo si, existen lim+f(x) Y
€T

—a
lim f(x), y son finitos y distintos. Se llama salto al nimero | lierf(m) — lim f(z)].
T—a T—a T—a~

Definicién 2.3.6. (de discontinuidad de 2% especie o esencial)
Sea f: M — R, donde a € M’', se dice que f presenta en x = a una discontinuidad
esencial, si es una discontinuidad que no es ni evitable ni de salto.

Proposicion 2.3.3. Sean f,g : M — R, M C R, f,g continuas en a, entonces se
cumplen:

i) (f+g)(x) es continua en a.

it) (f-g)(x) es continua en a.
iii) Si g(a) # 0, entonces (i)(:c) es continua en a.
g

Proposicién 2.3.4. Sea f: M — R, M CR,a€ M, yseag: f(M) — R, de modo
que f es continua en a y g es continua en f(a), entonces

(go f)(x) es continua en x = a.

Corolario 2.3.1. Sea f : M — R, M C R, a € M, g : f(M) — R, y tales que
lim f(z)=1€ f(M) y g es continua en l, entonces
r—a

lim g(/(x)) = g(lim f(x)).

Tr—a

2.5 Teoremas de Continuidad

Teorema 2.5.1. Sea f : M — R, M C R, a € M , f continua en a,y f(a) > 0,
(f(a) <0), entonces Ir € Ry tal que VY € B(a,7) N M, f(z) >0 (f(x) <0).

Corolario 2.5.1. Sea f: M — R, M C R, a € M y f continua en a. Si VB(a,?)
existen x1, e € B(a,d) tales que f(x1) >0y f(xa) <0, entonces f(a) = 0.

Teorema 2.5.2. (teorema de Bolzano)
Sea f : [a,b] — R, continua en |a,b] y ademds f(a)- f(b) < 0, entonces Ic € (a,b) tal
que f(c) = 0.
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Definicién 2.5.1. (propiedad “D” de Darboux)

Sea f: M — R, se dice que f posee la propiedad “D” en I C M (que por tanto es
de cardcter global), o que satisface en I la propiedad del valor intermedio, si toma todos*
los valores entre dos puntos cualesquiera del conjunto imagen de I, es decir si f(I) es un
intervalo en sentido amplio®.

Teorema 2.5.3. Sea f : [a,b] — R, f continua en [a,b], entonces verifica la propiedad
“D” en [a,b].

Teorema 2.5.4. (teorema de acotacion local)

Sea f: M — R, y f continua en a € M, entonces existe B(a,r) tal que f estd
acotada en B(a,r) N M.

Teorema 2.5.5. (teorema de acotacion global )
Sea f :]a,b] — R, continua en [a,b], entonces f estd acotada en |a,b].

Definicion 2.5.2. Sea f: M — R, se dice que f presenta en x = a un mdzimo absoluto
siy solo si, Ve € M, f(xz) < f(a).
Andlogamente se dice que tiene un minimo en x = a, si y solo si, Ve € M, f(z) > f(a).

Teorema 2.5.6. (Teorema de Weierstrass)
Sea f: M — R, f continua en M, y M = [a,b] (intervalo cerrado y acotado),
entonces f alcanza en M su maximo y su minimo absoluto.

Definicién 2.5.3. (de continuidad uniforme)

Sea f: M — R, ysea A C M. Diremos que f es uniformemente continua en A, si
y solo si, Ve > 0 30(€) > 0 tal que Vo', 2" € A, verificando que |2’ — 2| < & se cumple
|f(z") — f(2")] <€, (6 no depende de x' ni de x").

Teorema 2.5.7. (teorema de Heine-Cantor)

Sea f : la,b] — R, f continua en [a,b], entonces f es uniformemente continua en
[a, b].

'En lenguaje topolégico dirfamos que f(I) es conexo.
2Un conjunto I C R es un intervalo, si Va1, x2 € I entonces todo z tal que =1 < & < xp, verifica z € I.
Segtin esto: {3},(3,5],(—00,2), e incluso R y @ son intervalos.

20



Tema 3

Derivacion

3.1 Derivada y derivadas sucesivas

Definicién 3.1.1. Sea f : A — R, donde A C R es intervalo abierto'. Sea a € A.

z)— f(a
Diremos que f es derivable en a, si y solo si, lim M
T—a T —a

infinito f es continua en x = a. Si llamamos h = x — a, el anterior limite puede escribirse

fla+h) ~ f(a)

es finito, o si siendo

también, en forma incremental, como lim Si una funcion es derivable

h—0
en © = a, al valor de ese limite se le denomina derivada de f en a y se representa como
d
f'(a), o como d—f(x)]x:a Se dice que [ es derivable en A, si f es derivable Vx € A.
T
Diremos que f(x) es derivable en x = a por la derecha® si
T~ fa)

r—at T—a h—0 h

es un valor finito, o si resultando infinito f es continua en a por la derecha. Al valor
correspondiente se le llama derivada de f en x = a por la derecha.
Andlogamente se dice que f es derivable en a por la izquierda si

f(z) = f(a) fla+h) - f(a)

I — 1 _qt
zin([zlf r—a hlino h J~(a)
h<0

es una valor finito, o si resultando infinito f es continua en a por la izquierda. Al valor
correspondiente se le llama derivada de f en x = a por la izquierda.

Definicién 3.1.2. (funcion derivada y derivadas sucesivas)

Sea f: A — R, derivable Va € B C A. Puede construirse una aplicacion g : B — R
tal que a € B~ f'(a) € R. A esta aplicacion g se la denomina “funcion derivada primera”
y se representa por f'(x). A su vez f'(x) puede ser derivable en C C B. Puede construirse

o
!Podria definirse, de un modo més general siempre que a €D(f), pero para no recargar los enunciados

supondremos que A es abierto.
o

2En el caso de las derivadas laterales no es preciso que a €D(f). Para la derivada por la derecha, basta
con que a sea tal que exista [a,a + €) C D(f). Lo que a veces se denota diciendo que a es punto interior
de D(f) por la derecha. Andlogamente por la izquierda.
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una aplicacion h : C — R tal que a € C ~ (f')'(a) = f"(a). A esta aplicacion h se la
conoce como “funcidn derivada seqgunda” y se la representa como f"(x). Este proceso se
puede repetir siempre que las sucesivas funciones que van apareciendo tengan un dominio
no vacio.

Definicién 3.1.3. (clase de una funcion)

Sea f: A— R, ACR, diremos que f es de clase 1 en A, y se representa como
f € CY(A), si f es derivable en A y ademds su derivada es una funcién continua en A.

En general f es de clase k € N en A, f € C¥(A), si f es k veces derivable y la derivada
k-ésima es continua.

Con esta notacién f continua en A, se escribiria f € C°(A).
Proposicién 3.1.1. (trivial)

Sea f: A — R, f continua en a € ;1 y f derivable (con derivadas finitas) por la
derecha y por la izquierda en a, entonces

i) fl.(a) es la pendiente de la semitangente derecha a la grdfica de f en (a, f(a)).

ii) f'(a) es la pendiente de la semitangente izquierda a la grdfica de f en (a, f(a)).

Definicién 3.1.4. (la diferencial)

Sea f:A— R, a€ Ay f derivable en x = a. Se llama diferencial de f en x = a, a
la aplicacion lineal A : R — R tal que A\(h) = f'(a)h (a veces se escribe dy = f'(a)dx y
cuando trabajamos en punto genérico dy = f'(x)dx).

3.2 Calculo de derivadas

Teorema 3.2.1. (derivabilidad = continuidad)
Sea f:A— R, a€e ACR, y f derivable en a, entonces f es continua en a.

Teorema 3.2.2. Sean f,g: A — R, f,g derivables en a, con derivada finita, entonces
i) (f+9)(a)=f"(a)+4g'(a)
i) (f-9)'(a) = f(a)g(a) + f(a)g'(a).

f'(a) = f(a)g'(a)
g(a)? '

Teorema 3.2.3. (regla de la cadena) Sean f: A — R yg: f(A) — R, f derivable en
a y g derivable en f(a) con derivadas finitas, entonces

(gof)(a) =g'(f(a)) f'(a).

Proposicién 3.2.1. (previa al teorema de la derivada de la funcidn inversa)
Sea f: A— R, A C R intervalo abierto, entonces se verifica:

iii) Sig(a) # 0, entonces (g)’(a) = 9(a)

i) Si f es inyectiva en A, entonces existe f~1: f(A) — R.

i) Si f es inyectiva y continua en A, entonces f~' ademds de existir es continua en

f(A).
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Teorema 3.2.4. (derivada de la funcion inversa)
Sea f: A— R, A C R intervalo abierto, a € R, f(a) =b, se cumple

i) f es continua en A
ii) f es inyectiva en A N 1

iit) f es derivable en a € A y ademds (f~1)(b) = W
i) f'(a) #0

f~1 es derivable en b

Definicidon 3.2.1. Sean f,g: A — R, a € ACR, f, g derivables m veces en a. Diremos
que f y g tienen un contacto en x = a de orden m, si y solo si, f*)(a) = ¢®¥)(a), para k =
flx) si x<a
g(x) si = >a,
seria continua en x = a st m = 0, derivable si m = 1, de curvatura continua si m = 2,
ete,..

0,1,2,...,m. Obsérvese que una nueva funcion definida por h(x) = {

Definicion 3.2.2. Sea f : A — R y sea a € A, se dice que f presenta en x = a un
mdzimo relativo si 3B(a,d) tal que Vx € B(a,§) N A, se verifica® f(x) < f(a).
Andlogamente diremos que f presenta en a € A un minimo relativo si 3B(a, ) tal que
Vz € B(a,0) N A, se verifica f(x) > f(a).
Cuando sea mecesario referirse a mdrimos o minimos relativos indistintamente, los
denominaremos extremos relativos.

Definiciéon 3.2.3. Sea f : A — R y a € A, diremos que f es localmente creciente
(estricta) en a € A si 3B(a,d) tal que:

Ve € Bla,0)NANz<a = f(x)< f(a),
Ve € B(a,0)NANz>a = f(a) < f(z).

Diremos que f es localmente decreciente (estricta) en a € A si 3B(a,0) tal que:

Vr € B(a,0)NANz<a = f(x)> f(a),
Vz € B(a,0)NAANz>a = f(x)< f(a).

Proposiciéon 3.2.2. Sea f: A — R, A intervalo y f derivable en a € A, se cumple

f'(a)>00 +00 = [ eslocalmente creciente en a

f'(a) <00 —oo = f eslocalmente decreciente en a.

Corolario 3.2.1. (condicion necesaria de extremo relativo)

[¢]
Sea f: A— R, ACR, a €A, y [ derivable en a, entonces:
[ tiene un extremo relativo en a = f'(a) = 0.

Teorema 3.2.5. Sea f : [a,b] — R, tal que f sea derivable en ¢ € (a,b), y f presenta
en ¢ un extremo relativo, entonces f'(c) = 0.

30Obsérvese la importancia que tiene NA, si prescindimos de esa interseccién, ver por ejemplo [?] pag.
323, el comportamiento en la frontera cambia.
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3.3 Teoremas de derivacion

Teorema 3.3.1. (Teorema de Rolle)
Sea f : [a,b] — R continua en [a,b] y derivable en (a,b) y ademds se cumple que

f(a) = f(b), entonces c € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Teorema 3.3.2. (Teorema del valor medio de Cauchy)

Sean f,g: [a,b] — R, continuas en [a,b], derivables en (a,b), entonces Ic € (a,b) tal
que

[£(0) = f(a)lg'(¢) = [g(b) — g(a)]f(0).

Teorema 3.3.3. (Teorema del valor medio de Lagrange)

Sea f :[a,b] — R, f continua en [a,b], f derivable en (a,b), entonces Ic € (a,b) tal
que

fb) = fa) = f'(c) (b—a).

Corolario 3.3.1. Sea f : (a,b) — R, f derivable en (a,b), se cumplen:

i) f'(x) >0, Vx € (a,b) = [ es mondtona creciente en (a,b).

)
ii) f'(x) <0, Vx € (a,b) = [ es mondtona decreciente en (a,b).
iii) f'(x) =0, Vx € (a,b) = [ es constante en (a,b).

Teorema 3.3.4. (de aplicacion en funciones definidas a tramos)
Sea f: (a,b) — R, f continua en c € (a,b), se verifican:

i) Si f(x) es derivable Vx € (¢,b) y ademds existe lim f'(z), entonces existe f)(c) y

z—ct
se cumple que

f_'i_(c) = lim f’(x)

z—ct

ii) Si f(z) es derivable Vx € (a,c) y ademds existe lim f'(x), entonces existe f' (c) y
Tr—cCc

se cumple que

fl(e) = lim f'(a).

r—c—

Teorema 3.3.5. Sea f : [a,b] — R, f derivable en [a,b] y tal que f'(a) < X\ < f'(b).
Entonces existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = \. (Un resultado similar se cumple si f'(a) >

A> f(b)).

Teorema 3.3.6. (regla de L’Hopital, z — a, %)
Sean f,g: A — R, A CR, intervalo abierto, a € A, y verificdindose:

i) 3B(a,d) tal que f y g son derivables en B*(a, ) y ademds ¢'(x) # 0, Vo € B*(a,d).
it) lim f(z) =0A lim g(z) = 0.

r—a
!/
i11) Eziste lim f/((x) =)eR.
z—a ¢'(x

Entonces se cumple:
!/
lim 7f(a:) = lim ! (a:)
v—a g(x)  a—ag'()
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Corolario 3.3.2. (L’Hépital v — 400, 8)
Sean f,g: A — R, A= (c,+0), y se cumplen:

i) 3K € Ry, tal que Yx >k > ¢, f y g son derivables y ademds ¢'(x) # 0.

J'(x) =)\eR.

D1
AL Sy

S _ ! _o.
i11) xirfmf(x) OAIHIIJFHOOQ(I’) 0

FEntonces ,
lim m = lim f, (m) .
z—+oo g(x)  z—too g'()

Corolario 3.3.3. (L’Hépital, v — a, =

o0

Sean f,g: A— R, A C R intervalo abierto, a € A y se cumplen:

1) FExiste B(a,0) tal que Yx € B*(a,d) f son derivables y ademds ¢'(x 0
) (a,0) tal g (a, Y g y g :
Vz € B*(a,0).

/
i1) Existe lim fz)

=)eR.
z—a g/ ()

i11) Se wverifica que lim f(z) = 400 A lim g(z) = 400.
r—a r—a

Entonces
lim m = lim f(=)
2 gle) e gl(a)
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Tema 4

Aplicaciones del Calculo
Diferencial

4.1 Aproximacién. Teorema de Taylor

Proposicién 4.1.1. (Taylor para un polinomio)

Sea un polinomio P,(x) = ag + a1z + asx® + ... 4 apz™ y a € R un numero real dado,
entonces podemos escribir
P (a)

Po(z) =bo+by(x —a) + bz —a)®> + ...+ bp(z — a)", donde by = x

Definicién 4.1.1. Sea f : A — R, A C R, intervalo abierto y f una funcidn n veces
derivable en a € A. Llamaremos polinomio n-ésimo de Taylor asociado a la funcion f en
a, (cuando a = 0 se denomina polinomio de Maclaurin)' al polinomio:

™) (g
(az—a)Q—f—...—l—fn!()(x—a)”.

f'(a)
1!

f"(a)
2!

Pn,a($):f(a)+ (‘T—a)+

Otras veces se expresa mds correctamente como Py, o §(x), y otras, cuando queda claro en
el contexto quien es f y quien es a, como P,(z).

Definiciéon 4.1.2. Sea f : A — R, A intervalo abierto y f n veces derivable en A.
Llamaremos resto n—ésimo de Taylor de f en a a la funcion

Ry o(z) = f(x) — Ppo(x).

Teorema 4.1.1. (Fdrmula de Taylor: obtencion del resto de Lagrange)
Sea f: A— R, ACR, y f derivable n+ 1 veces en A, seana € A yb € A, entonces

£t ()

T Gmart enee(@b) o ceba).

Ry, o(b) =

1Si bien es injusto asociar el nombre de Colin Maclaurin a su serie, en el Methodus differentialis de
Stirling ya habia aparecido una docena de anos antes, se compensa en alguna forma con “la regla de
Cramer” debida a Maclaurin.
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Teorema 4.1.2. Sea f : A — R A C R abierto, f derivable n + 1 veces en A, y sea
a € A, entonces se verifica

(n1) (¢
Ry o(x) = W(aj —a)"*!

stendo ¢ un punto del intervalo que une x con a.

Y

4.2 Optimizacion

Teorema 4.2.1. (Condiciones suficientes para la existencia de extremos relativos)
Sea f: A — R, A C R intervalo abierto y f € C™(A) (n veces derivable y con
derivada n—ésima continua) y sea a € A, tal que

fla)=f"(a)=f"(a) =...= f"D(a) =0 # f"(a),

se cumplen:

i) Sin espary{

f™(a) >0, entonces en x =a hay minimo relativo,
f™(a) <0, entonces en & =a hay mdzimo relativo.

it) Sin es impar, no hay mdzimo ni minimo relativo (hay un punto de inflexion con
tangente horizontal).

4.2 Analisis de graficas

Definicién 4.2.1. (convexidad local)

Sea f: A— R, A CR intervalo abierto, f continua en A y derivable en a € A (con
derivada finita). Se dice que f es convezra localmente en a si AB(a,d) en la cual la grifica
de f estd por debajo de la tangente a f en x = a.

Definicién 4.2.2. (concavidad local)

Sea f: A— R, A CR intervalo abierto, f continua en A y derivable en a € A (con
derivada finita). Se dice que f es céncava localmente en a si 3B(a,d) en la cual la grifica
de f estd por encima de la tangente a f en x = a.

Definicion 4.2.3. Se dice que f es convexa o concava en un subintervalo B C A si es
conveza o concava Vx € B.

Definicion 4.2.4. Sea f : A — R, A C R intervalo abierto, f continua en A y derivable
en a € A (con derivada finita o infinita). Se dice que f tiene un punto de inflexion en
x = a si la tangente corta a la grdfica de f en a.

Teorema 4.2.1. (condiciones suficientes concavidad, convexidad e inflexion)
Sea f: A— R, A C R intervalo abierto, f € C"(A), ya € A tal que

@)= f"(a)=...= " V(@) = 0# f"(a),
se cumplen:

) . { f™(a) >0 en x=a, entonces es concava localmente en a,
i) Sin es pary

f™(a) <0 en x=a, entonces es convera localmente en a.

it) Sin es impar, entonces hay inflexion en z = a.
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Tema 5

Curvas en paramétricas y en
polares

5.1 Curvas en forma paramétrica

Definicion 5.1.1. Llamaremos arco de Jordan en el plano, a cualquier aplicacion biuni-
voca y continua f : [a,b] — R x R, que venga dada mediante las funciones componentes
x = fi(t), y = fa(t), es decir f(t) = [z(t),y(t)]. Este arco de Jordan se dice analitico si
las funciones fi(t) y fa(t) son analiticas y ademds |f1(t)| + |f5(t)] # 0, Vt € [a,b], (esto
es sin puntos singulares').

Proposicion 5.1.1. La ecuacion de la recta tangente a un arco de Jordan diferenciable en
un punto regular f(to) = [z(to), y(to)] viene dada por h(t) = [x(to) + (t — to)z'(to), y(to) +
(t —to)y'(to)], cont € R.

5.2 Coordenadas polares en el plano

Definicidon 5.2.1. Consideremos un punto O llamado polo y una semirrecta OX llamada
eje polar. La posicion de un punto cualquiera P del plano queda determinada si se traza
el segmento OP y se su longitud que llamaremos p, y se mide también el dngulo que en
sentido positivo forma el segmento OP con el eje polar, que llamaremos argumento y lo
representaremos como 0. Obviamente p € [0,+00) y 0 € [0, 27).

A este par de nimeros se les denomina coordenadas polares de P y se escribe P(p,0).
Obviamente los puntos del eje polar tienen nulo el valor del argumento.

Proposicién 5.2.1. La distancia entre dos puntos P(p1,61) y Q(p2,02) vale
d = p? + p3 — 2p1p2 cos(fz — 07).

Proposicién 5.2.2. (ecuacion de una recta)
La ecuacion de una recta, viene dada por

1
— = Acosf + Bsenf,
p

!Se llaman puntos singulares de una curva aquellos puntos para los que |fi(t)| + |f4(t)| = 0. En otro
caso se dice que los puntos son regulares.
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donde cos sen «
A= , B= ,
p p

con p distancia de la recta al polo y o dngulo con el eje polar del segmento que une el polo
con la recta.

Proposicién 5.2.3. (ecuacion de la recta que pasa por dos puntos)
Dados dos puntos P(p1,61) y Q(p2,02), entonces la ecuacion de la recta que pasa por
los dos puntos viene dada por

cosf senf
costh senb; | =0. (5.1)
cosfy senfy

S ‘»—*E ‘»—lﬁ =

Proposicién 5.2.4. (distancia recta-punto)
Sea un punto P(p1,01), y la recta % = Acosf+ Bsenf, entonces la distancia del punto
a la recta vendrd dada por

_ Apjcosth + Bpysenf; — 1
VAZ 1+ B2 '

Proposicién 5.2.5. (dngulo de dos rectas) Sean dos rectas

d

1 1
— = Ajcosf + Bysenf, — = Ascosf + Bysend,
p p

si llamamos v al dngulo que forman, entonces

) A1By — As By

any=-————"-—.

77 A Ay + BBy
Corolario 5.2.1. La condicién de paralelismo serd por tanto
A By
A1By — A3By =0, ide —=—.
152 21 e 4, B

Asimismo la condicion de perpendicularidad serd
A1As + B1By = 0.

Definicion 5.2.2. En lo que sigue consideraremos la ecuacion de una curva en polares,
para ello adoptaremos por su utilidad la representacion

1
~=10).

Proposicién 5.2.6. Sea f(6) de clase como poco dos en su dominio de definicion, entonces
la ecuacion de la tangente a la curva 1/p = f(0) en el punto P(p1,01), distinto del polo,
serd

% cos 6 sen 6
% cosfy senf; | =0,
(g)/l —senf; cosb
o lo que es lo mismo
11 1\’
— = —cos(f — 6 +<> sen(0 — 01). 5.2
5= preos0=0)+ () sen0—01) (5.2
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Definicién 5.2.3. Dada una curva 1/p = f(0), sea O el polo y sea un punto P sobre la
curva. Se trazan la tangente a la curva en P y la perpendicular al radio vector del punto P
que pasa por el polo. Llamemos A al punto interseccion de estas dos rectas, y B al punto
de interseccion de la normal con la citada perpendicular al radio vector. Se considera el
tridngulo rectdngulo PAB, se llama normal al segmento N = PB, tangente T = PA, as{
como subnormal Sy = BO, y subtangente St = OA respectivamente a cada uno de los
dos segmentos en que queda divida la hipotenusa AB de dicho tridngulo por el punto O.

Proposicién 5.2.7. (normal, tangente, subnormal y subtangente) Si llamamos p al dngulo
de la tangente con el radio vector, T y N a la longitud de los segmentos tangente y nor-
mal, y ST y Sy a la longitud de la subtangente y la subnormal, entonces se cumplen las
stquientes relaciones:

0

P

tanp =, N?=p*+ [P, T*=p* Sr= S Sw=d
Definicion 5.2.4. Se dice que una curva es concava o convexa respecto del polo O, en
uno de sus puntos P, seqgin que en un entorno de P la curva quede en el mismo semiplano

que O, o en el opuesto respecto de la tangente en P.

Proposicién 5.2.8. Sea una curva de ecuacion 1/p = f(0), de clase al menos dos en un
entorno del punto, entonces se cumplen

) n2 _ 2
i) Si [P'] gp +p

> 0, entonces hay concavidad.

9 n2 __ /! 2
P

< 0, entonces hay convexidad.

/ /!

e L
i) Si 3 =0, entonces puede haber inflexion.

p
Definicion 5.2.5. Puede suceder que cuando se haga crecer 0 indefinidamente, p — a <
+o00. St se dibuja la circunferencia de radio a, al crecer 6 la curva va envolviendo o es
envuelta por dicha circunferencia. Se dice entonces que la curva posee una circunferencia
asintotica. St a = 0 la circunferencia se reduciria a un punto y se diria que la curva tiene

un punto asintdtico en el polo.
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