CALCULO 11-M
Hoja de Problemas
Gradientes, Médximos y Minimos

28,/04/99

Derivadas direccionales y gradientes

. Sea
D)

f(l',y) :xgx—_ly_yzl
si (z,y) # (0,0) y £(0,0) = 0.

(a) Comprobar analiticamente que f no es continua, y por tanto tam-
poco diferenciable, en el punto (0, 0).

(b) Demostrar que a pesar de ello f admite derivadas direccionales

en dicho punto segin todas las direcciones u = (cos,sinf) y que
D, f(0,0) = 0 para todo 6.

. Sea
flz,y) =2 + 2y + y*2.

(a) Calcular la derivada direccional D, f de f en el punto P = (—1,1)
en la direccién u = (cos#,siné).

(b) ¢En qué direccién f crece mas répidamente? ;A qué ritmo?

. La temperatura en un punto (z,y,z) de un sélido viene dada por la

férmula

2 +y2 +Z2

T(xz,y,z) =sinxy +e —Inzz.



(a) Calcular el ritmo de cambio de la temperatura en el punto P =
(1,0,2) y en la direccién u = (1, —1,/2).

b) jEn qué direccién T' crece mas réapidamente? ;A qué ritmo?
4 4

. (En qué direcciones es la derivada de

2 _ 2

_r Yy

f(‘r’y) - .’EQ +y2

en el punto (1,1) igual a cero?

. En los siguientes casos determinar el plano tangente y la recta normal
a la superficie f(x,y,z) =0 en el punto P.

(a) fz,y,2)=20*+y*+522 - 11y P=(1,2,1).
®) flz,y,2)=a*+y*+2*—6y P=(1,1,V2).
(c) flz,y,2) =2z—2*y P=(2,0,2).
. Hallar la derivada de la funcién
w=zr+y+=z
en la direccién de la normal exterior a la esfera
Pyt =1

en uno de sus puntos. ;En qué puntos de la esfera la derivada normal
de la funcién w es méaxima?, ;minima?, jcero?

. Determinar la recta tangente a la curva interseccién de las superficies
ryz = 1

22+ 4322 = 6
en el punto (1,1,1).
. Probar que la curva

r(t) = VA + VA - 5t + 3)k
es normal a la superficie
=24y -3

cuando ¢t = 1.



. Determinar el plano tangente a la superficie

Vet+\y+vz=+va  (a>0)

en un punto P = (o, Yo, 20) de la misma. Demostrar que dicho plano
corta a los ejes coordenados segiin segmentos cuya suma de longitudes
es constante.

Maximos y Minimos

. Estudiar los méximos y minimos de la funcién
flay) =" +y’ —ay—a —y

en la regién

R={(z,y) e R*/x>0,y>0,z+y <3}
. Estudiar los médximos y minimos de la funcién

f(z,y) = e*siny

en la region
R={(z,y) e R*/lz| <1, [yl <1}.

. Estudiar los médximos y minimos de la funcién
flz,y) = 2° + 4 — ay

en la region

R={(x,y) € R*/2* +y* < 2}.

. Estudiar los méximos y minimos de la funcién
fla,y) =a® +y* - 2zy

en la region

R={(z,y) € R*/y >0, z* + ¢y* < 2z}.



. Estudiar los méximos y minimos de la funcién

flxy) =@ +y*) In(z +y)

en la region
R={(z,y) € R*/2 < 2” +9* < 4}.

. Estudiar los extremos de la siguiente funcién en todo R?:

(a) flz,y) =2 —ay+y°

. Estudiar los extremos de la siguiente funcién en todo R?:

(a) f(z,y)=2*+y*— 3z — 12y +20

. Estudiar los extremos de las siguientes funciones en todo R?:
(2) f(z,y) = (222 +y?)e” @)

(b) f(z,y) = 22" +y* — 3ya?

(©) fla,y)=(z—-1)"+(z-y)*

. Estudiar los extremos de las siguientes funciones en todo R?:

) fx,y,2) =2 +y* + 322 +yz + 222 — a2y
) f(@,y,2) =2y + 22 +yz
) f(z,y,2) =2* +y* + 2% — 3wy
) fz,y,2) =28 +4° + 25 — a2y
) [z, y,2)

=224+ y? 4+ 24— 3zy + 22

Multiplicadores de Lagrange

. Determinar las dimensiones del rectangulo de drea maxima inscrito en
una elipse de semiejes a y b con lados paralelos a los ejes coordenados.
Determinar la razén entre el drea de este rectdngulo y el drea de la
elipse.



. Se desea construir una caja rectangular de volumen fijo V' utilizando
tres materiales diferentes para cada par de caras opuestas. El precio
de los materiales es de 2, 3 y 5 pesetas el centimetro cuadrado respec-
tivamente. Determinar las dimensiones de la caja de menor coste.

. Se desea construir una caja rectangular de tal forma que la suma de su
longitud mas el perimetro a lo ancho sea de 250 centimetros. Determi-
nar las dimensiones de la caja de mayor volumen.

. Determinar la minima distancia del origen al plano ax+by+cz+d = 0.

. Un alambre de un metro de longitud se corta en tres trozos. El primero
se dobla en forma de un circulo. El segundo en forma de tridngulo y el
tercero en forma de un cuadrado. ;Cuédl debe ser la longitud de cada
trozo para que el drea total de las tres figuras sea minima? ;y para que
sea maxima?

. Sea P = abc el producto de 3 nimeros reales positivos o cero cuya
suma es uno. Demostrar que P < 1/27 (Sugerencia maximizar la
funcién In P). Concluir que

%ﬂc < Vabe.

. Encontrar el volumen minimo de una regién limitada por los planos
x =0,y =0, z=0 y un plano tangente al elipsoide
72 2 L2

)
§+_+§:1

en un punto del primer octante.

. Encontrar las distancias maxima y minima del origen a la elipse inter-
seccién del elipsoide
2 2 2
x Y z
=1
4 5 2

ot

y el plano
r+y—2z=0.

. Encontrar la minima distancia del origen a la superficie

-yt =4



10. Encontrar la maxima distancia del origen a la superficie

23'4 ,y4 2,4

—Stata =1



