CALCULO 11-M
Hoja de Problemas
Derivadas Parciales

24/03/99

Dominios, Curvas y Superficies de Nivel

1. Indicar el tipo de superficie y representarla esquemé&ticamente

d) 22 —22—¢y*=1
(e) y* — a2 =2

(f) y? + 22 = 22

(

(h) yz =

(i) 2 =—(2*+y%)

() o = 2" =y’ =

2. Determinar una ecuacién de la superficie obtenida al girar la curva
alrededor del eje OX



ecuaciones, resulta un toro)

3. Determinar el dominio de las siguientes funciones

(a) flz,y) = v4—a® -y’

) f.1) = =5y
1—2?
© fo) =1
(d) f(z,y,2) =In(zyz)
. 1
(e) flz,y,2) = arcsm(m)

4. Obtener las curvas de nivel de las siguientes funciones

(a) f(z,y) =2 +y

(b) flz,y) =4 —a* -y
(c) flz,y) =2* - ¢

(d) flz,y) = |z| + [yl
(e) f(z,y) =In(zy)

(a) f(z,y,2) =In(z* +y* + 27)
B 2 2 2

(b) f(fﬂ,y,z)—l—6+z+§

() flz,y,2) =2z —a*—y°

(d) flz,y,2) =22° + 2°

(e) f(mayaz):xQ—i_yz_ZQ



2 Limites y Continuidad

1. Obtener los limites siguientes:

(a)
i 22 +2zy — 3y* +5
lim
(@y)—00) 14+ z%4y?

T CosyY

lim @ ———
(2,9)—(0,0) /T + 22 + 1/

lim &%
(z,y)—(0,0)

lim cos /|zy| — 1
im 17yl

(@,y

i arcsin(z/y)
(@y)—01) 1+xy

2. Obtener los limites siguientes:

(a)

2?2 — y?

lim
(y)—(0,0) T —y

Ty —y —2x+ 2
(xvy)*)(lvl) QZ' - 1

sin xy
im
(z,y)—(0,0) Y




e¥sinx
im
(z,y)—(0,0) X

(e)

lim 2Y
(z.y)—(1,0)

3. Usar coordenadas polares para obtener los siguientes limites:
(a)

2 _ 2
lim xy%
(zy)—(0,0) " x° +y

£E3

lim ———
(2,4)—(0,0) 2 + y?

2.2
lim —Y
(2,9)—(0,0) 2 + y?

lim 2% + %) sin
(x,y>ﬂ<o,o>( v) x? 4+ y?

, sin(z? + y?)
hm _—
(@y)—(0,0) 2+ y?

4. Mediante limites direccionales demostrar que no existen los siguientes
limites:

(a)
2zy
1m _—
(2,9)—(0,0) 2 + y?



. z
lim

(2,9)—(0,0) /a2 + y?

Ty

lim
(z.9)—(0,0) |zY|

2,2
lim LY
(z,9)—(0,0) % + y?

4 .9
lim
@u)~(00) ! +y

5. Mediante limites por caminos demostrar que no existen los siguientes
limites:

(a)

2%y
lim ——2
(z,4)—(0,0) 4 + y?

. Y, a 2
lim =(z" +
(z,y)—(0,0) I( v)
6. Calcular el limite mediante desarrollo de taylor:

sin 2 — sin y/?

im @ ———
(@y)=(00)  2?—y?
7. Obtener los limites siguientes:

(a)

lim TY2
(@.9,2)—(0,0,0) 1 + 22 + y? + 22




 ETETE
lim

(z,9,2)—(0,0,0) COS TYZ

()
sin x sin y sin 2z
im
(z,3,2)—(0,0,0) Yz
(d)
. 1 1 1
lim — 4+ 4=
($7y72)—>(1,273) T y z
(e)

lim  (sin®z + cos® y + sec? 2)
(z,y,2)—(0,0,0)

3 Derivadas Parciales y Diferenciabilidad

1. Sea )
flz,y) =e™.
Comprobar las igualdades
fmy = fym
y
fwa:y = fwya: = fya:a:-
2. Sea X )
_ .Y
f(xJ y) - xya:Q + y2

para (z,y) # (0,0) y f(0,0) = 0.

(a) Mostrar que f,(0,0) = f,(0,0) = 0.
(b) Calcular f, y f, en un punto (z,y) # (0,0).
(c) Mostrar que fg(0,0) # f,2(0,0).



3. Fcuacion de Laplace La ecuacién

2 2 2
N

ox?  0y? 022 =0

se conoce como ecuaciéon de Laplace. Probar que las siguientes fun-
ciones son solucién de dicha ecuacién:

(a) f(z,y,2) = (x — ) + (y = b)* — 2( — 0
(b) flz,9,2) = /(x — )’ + (y = b)> + (2 — ¢)?
(0) flz,9,2) =In\/(x —a)*+ (y — b)’

4. Determinar valores de a, b y ¢ tales que

f(z,y,z) = sin ax sin by cosh cz
sea solucién de la ecuacién de Laplace.

5. Fcuacion de Ondas La ecuaciéon
Pf_ 20°F
ot? ox?

se conoce como ecuaciéon de ondas. Probar que las siguientes funciones
son solucién de dicha ecuacién:

(a) f(z,t) = asin(z — ct) + bsin(x + ct)
(b) f(z,t) = sinwect sinwx

(¢) f(z,t) =In(ax + act)(bx — bet)
6. Calcular la linealizacién L(x,y) de f(z,y) en el punto P que se indica

) f(z,y) =100 — 202% — 30y?;, P =(1,1)
) fle,y) =2 —zy+y* P=(1,2).

) flz,y) =e =y P=(1/2,1/3).

) flzy) = (@ +y/2)% P=(1,1).

) flz,y) =2%y; P=(1,-1).



10.

Obtener la linealizacién de f(z,y, z) en los puntos indicados:

=zy+zz+yz; P=(1,11).

Ve +y?+ 22, P=(0,1,0).
e *sin(y+z); P =(0,0,m).
= arctanzyz; P = (1,0,2).

2)
z) =
z) =
z) =

f(x,w:j—fyg si(z,y) # (0,0);  f£(0,0) =0,

(a) Calcular f;(0,0) y f,(0,0).

(b) Probar que f no es continua ni diferenciable en (0, 0).

Sea

-2 si(x =0
f(af,y)—\/m (z,y) #(0,0);  f(0,0)=0

(a) Calcular f,(0,0) y f,(0,0).

(b) Probar que f es continua pero no diferenciable en (0, 0).

Sea

f(x,w:% si(z,y) # (0,0, £(0,0)=0.

(a) Calcular f,(0,0)y £,(0,0).
(b) Probar que f es continua y diferenciable en (0, 0).

Una funcién con derivadas parciales continuas es diferenciable pero
una funcién puede ser diferenciable y sus derivadas parciales no ser
continuas. Sea

f(z,y) = (¢° 4+ ¢*) sin
si (z,y) # (0,0); f(0,0) = 0.

(a) Demostrar que f,(0,0) = f£,(0,0) = 0.
(b) Comprobar la diferenciabilidad de f en (0, 0).

x? + 9y

8



(c) Calcular la derivada parcial f, en cualquier otro punto (z,y) # 0
y comprobar que dicha derivada no es continua en (0,0).

11. Se desea construir un depésito de forma cilindrica de radior =2 m y
altura h =3 m .

(a) Estimar el incremento de volumen AV mediante dV' si r se incre-
menta en 0.03m y h en —0.01lm. ;Cual es incremento estimado de
volumen en tanto por ciento?

(b) Si r se mide con un error no mayor que el 2% y h con un error
no mayor que el 0.5%, estimar el error en tanto por ciento que se
comete en el cdlculo del volumen.

(c) Determinar un cuadrado alrededor del punto (r = 2,h = 3) para
que el volumen varfe en menos de £0.1m3.

12. Tres resistores con R; = 100, Ry = 200 y R3 = 245 ohmios se colocan
en un circuito conectados en paralelo. La resistencia equivalente del
conjunto viene expresada por la férmula

11 N 1 N 1
Ry R3

R R
(a) Demostrar que
R\? R\? R\?
iR = <E> dR; + (E) dR, + (E) dR;,

(b) Estimar un margen de error en los resistores, con el mismo tanto
por ciento en los tres, para que R no cambie en mds de un 5 por
ciento.

4 Regla de cadena. Derivacién Implicita

1. Sean

flzy) = (@ +y) 21+ + 2y —?)*4
z(t) = 2
y(t) = ¢



(a) Obtener la derivada de F(t) = f(x(t),y(t)) respecto a t mediante
sustitucién y derivacién

(b) Obtener la misma derivada mediante la regla de la cadena.
2. Repetir el ejercicio anterior con

flz,y) = cos(z’y)
z(t) = e*

y(t) = sec3t.

3. Sean

= 2yl sin(z +y+ 2)
= sin(t?e")
= sin(t® cost)

te .

(a) Obtener la derivada de F(t) = f(x(t),y(t), 2(t)) respecto a t me-
diante sustitucion y derivacion

(b) Obtener la misma derivada mediante la regla de la cadena.

4. Sea z = f(x,y) con x = rcosf, y = rsinf. Comprobar la siguiente
férmula que aparece en teorfa de campos electromagnéticos,

10 0z n 1 0% 0% n 0%z
—— | r= ——— ==+ —.
ror \ or r200°  0x2  Oy?
5. Determinar los valores de m para los cuales z = f(y + mz) es solucién
de la ecuacién en derivadas parciales
0%z 0z 0z

e + bayam + CayQ

=0.

6. Una funcién f(z,y) se dice homogénea de grado n si

[tz ty) =" f(x,y).

10



10.

(a) Demostrar que una funcién homogénea de grado n satisface la
siguiente ecuacion

of , of

(b) Comprobar que la funcién
f(z,y) = 2° — 32°y* + 22y* — Ty
es una funcién homogénea y que satisface la ecuacién anterior.
Encontrar mediante derivacién implicita de la ecuacién
VI+y+vVz=v3

las derivadas primeras y segundas de z respecto de x e y en el punto
(1,1,1).

. Repetir el ejercicio anterior con la ecuacién

e“sin(x +y) + e’sin(z + 2) + e“sin(y + 2) =0

y el punto (m, 7, 7).

. Indicar los puntos en los que la ecuacién

et oyt 22 20— 22 +5=0

define implicitamente una funcién z = g(z,y) y calcular sus derivadas
primeras.

Calcular mediante derivacién implicita de las ecuaciones

w24yt 22 = 0
2u—+v:—2ryz = 0

las derivadas primeras y segundas de u y v respecto de x, y y z.
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