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Primera Parte

Duracion 1h 30m
Ejercicio 1 ( 4 puntos)
1. Resolver la desigualdad
‘5 + l‘ > 2.
x
2. Dibujar la grifica de una funcion continua en un intervalo no acotado

cuyo conjunto imagen sea un intervalo cerrado.

3. Usando el Teorema del Valor Medio probar que |cosx — 1| < |z].

4. Obtener F'(x) siendo

mz 2
Plz) = / T

Solucién:
1. Las soluciones de la desigualdad
1
‘5 + —‘ > 2
x
son los x # 0 tales que
1 1
5+—-<-20b5+—=-2>2.
x x
Estas dos relaciones son equivalentes a
1 1
7T+—-<003+-2>0
x x
o bien

Tx+1 <003x+1

> 0.
x T -

La primera relacién se satisface cuando numerador y denominador sea de
distinto signo, es decir para

1
——<z<0.
7 STS
Y la segunda cuando ambos sea del mismo signo, es decir cuando
1
< —-——=0x2>0.
=73 2

Reuniendo los tres conjuntos de soluciones y eliminando x = 0 resulta el
conjunto

S = <—oo,—%] U [—%,0) U (0, +00).



2. Ejemplo de grafica de una funcién continua cuyo dominio es un intervalo
no acotado, (—oo0,00) y su imagen es un intervalo cerrado, el intervalo

[-1/2,1/2].

0.4+

0.2+

-0f4

3. La desigualdad es evidentemente cierta para x = 0. Supongamos x > 0. La
funcién f(t) = cost es continua en el intervalo cerrado [0, ] y derivable en
el intervalo (0, z). Segin el Teorema del Valor Medio del célculo diferencial
exite un ¢ € (0,z) tal que

f(@) = £(0) = f'(c)(x — 0).
Substituyendo y tomando valores absolutos se sigue que
|cosz — cos0| = |—sinc| |z —0].
Puesto que —1 < —sinc < 1 resulta
|cosz — cos0] < |z — 0]
o bien
|cosx — 1| < |z|.

Por dltimo, si < 0, entonces —z > 0. Aplicando el resultado anterior a
—x se obtiene

lcosx — 1| = |cos(—z) — 1| < |—z| = |z]
lo que prueba la desigualdad para todo z.

4. La derivada de



es

Por tanto,

F(z) = 52x — 5
(1 + (a:z)z) (1+2?)
4z 2

(T4t (1+a2)”

Ejercicio 2 (3 puntos) Analizar la grifica de la funcion

f(@) = /| = 2.

Solucioén:
Dominio Para todo x se verifica

|a:2—2|20

por tanto el dominio es toda la recta real R.
Simetria Puesto que

f=a) = VI(=2)? =2/ = V|22 — 2 = f(2)

se trata de una funcién par y por tanto simétrica respecto del eje OY.

Cortes con el eje OX Son las soluciones de la ecuacién f(z) = 0. Es decir,
T = :|:\/§

Corte con el eje OY y = f(0) = /2.

Asintotas Verticales No posee asintotas verticales

Comportamiento en Foco

. > _

Crecimiento o decrecimiento Analizaremos el signo de la primera derivada.
Teniendo en cuenta que

o) = V2 =22 sz < V2
N 222 si |z >2

se tiene

P ={ 7w SV
L si|z] > V2

En consecuencia,

, | >0 si—V2<z<0oz>+2
fi(z) =

<0 siz<—V200<z<2



Por tanto la funcién crece estrictamente en (—+/2,0) U (v/2,4+00) y decrece
tambien estrictamente en (—oo, —v/2) U (0,v/2).

Puntos criticos, Maximos y minimos Del estudio de las derivadas hecho
anteriormente se deduce que f’(x) = 0 solo para = 0. Ademds, cuando = —
V2, f'(x) — —oo y cuando z — \/§+, f/(x) — 400 por lo que f posee una
cuspide vertical en x = /2. Andlogamente, o por simetria posee una cuspide
vertical en = —+/2. Comparando los valores que f alcanza en estos tres puntos
criticos con los limites en +00 calculados anteriormente se tiene

lim /|22 -2 = 4o

f(=v2) = 0
f0) = V2
f(V2) = o0,

lim /|22 -2 = 4o
T——400

por lo que podemos concluir que existe un méximo local en x = 0 y minimos

absolutos en x = ++/2.
Concavidad y Convezidad Analizaremos el signo de la derivada segunda. Si

|z < V2
VT (a)—
fl/(flf) _ — (2 )\/271’
(2—=?)
—2
(2_1.2)3/2
< 0

y por consiguiente cécava hacia abajo. Si |z| > /2

" vt -2-u m§—2
f (I) - (.772—2)
_ -2
- (1.2 _ 2)3/2
< 0

y por tanto también céncava hacia abajo.

Grdfica



Ejercicio 3 ( 3 puntos) Sea R la region encerrada por la grifica de la funcion
y=1Inz, el eje OX y las verticales x =1 y x = e. Calcular:

1. El drea de dicha region.

2. El volumen del sdlido engendrado al girar la region R alrededor del eje
OX.

Solucién:

1. El drea esta definida por la integral

A:/ Inzdz.
1

Para obtener una primitiva de la funcién Inx procederemos por partes.
Haciendo

u=Inzydv=dx
se tiene

du=—yv==x
x

/lnxda: = xlnz—/xd—x
T

= z(lnz—1).

y por consiguiente

En la dltima integracién no hemos incluido la constante ya que solo nece-
sitamos una primitiva. Con ello resulta
A = [z(lnz—-1)]}
= e(lne—1)—1(In1-1)
= e(1-1)—(0—-1)
= 1



2. El volumen del sélido de revolucién esta definido por la integral
V= / m(lnz)? da
1

Para obtener una primitiva de la funcién (Inz)? procederemos por partes.
Haciendo

u=Inzydv=Inzdr

v teniendo en cuenta que una primitiva de la funcién In z ha sido obtenida
en el apartado anterior se tiene

d
du:—xyv::v(lnacfl).
x

Por consiguiente

dx

/(lnI)QdI = xlnx(lnxfl)f/x(lnxfl)?

acln:c(lnx—l)f/lnxd:c+/ldzc
= zlnz(lnz—1)—2z(lnz—-1)+=
z[(Inz)?> -2z +2].

donde se ha hecho uso nuevamente de la primitiva del Inz calculada an-
teriormente. Con ello resulta

V = 7wz [(lnx)QfQInac+2]|i
me[l — 2+ 2] — 7[2]
= mw(e—2).



Segunda Parte

Duracion 1h 30m
Ejercicio 4 ( 4 puntos)

1. Estudiar la convergencia o divergencia de la serie

0

Z coi;gr) .

n=1

2. Probar que si ||r(t)|| = k (constante), entoncesr y v’ son perpendiculares.

3. Estudiar la continuidad en (0,0) de la funcién

_Jocost siz#Oey#0
f(a:,y)—{l six=00y=0

4. Determinar la derivada direccional de la funcion f(x,y, z) = xy® + 2yz +
3zx? en el punto (1, —2,3) segin la direccion i — j + k.

Solucioén:

1. Para todon =1,2,3,..., cos(nm) = (—1)" por tanto se trata de una serie
alternada de la forma

o0
> -1,
n=1
con a, = 1/y/n. Puesto que
lim a,= lim —=0
n—-+4oo n—-+4oo n

seglin el criterio de las series alternadas podemos asegurar que converge.

2. Si||r(t)|| = k (constante), entonces
r(t)-r(t) = k2

Derivando con respecto a t y teniendo en cuenta que k2 es una constante
se obtiene

De aqui se sigue que
r(t)-r'(t) =0

y por tanto r y r’ son perpendiculares.



3. Sea

L= lim z,Y).
(w,y)ﬂ(O,O)f( 2

A lo largo de la recta y = mx se tiene
Ly—ry = lim f(z,7x)
z—0

. T
= lim cos —

x—0 xT
= COST

—1.

Por tanto, si existiera el limite L (aunque no es necesario se puede com-
probar que no existe) este seria —1 £ f(0,0) = 1. Por tanto la funcién no
es continua en (0, 0).

4. La derivada direccional de f en P segin el vector v es
D,f=Vf(P)-u
siendo u = v/||v|| . En nuestro caso

= (y? +6za)i+ (2ey +22)j+ 2y + 322k
por lo que
Vf(l,-2,3)=22i+2j—1k.
Por otra parte,
v i-j+k
[v]] V3

Por consiguiente,

Duof = Vf(P)-u
V3

= S (220+2)-1k) - (-j+k)

V3
= S(2-2-1)

19v/3
5

Ejercicio 5 ( 3 puntos) La posicion de una particula en funcion del tiempo es

r(t) = e’ costi+ e’sint}j.



1. Determinar los instantes en los que la direccion del movimiento es hori-
zontal.

2. Distancia recorrida entre to =0 y t; = 117/6.

3. En el instante t1 la particula abandona la curva anterior siguiendo la
direccion de la tangente. ;En qué instante posterior pasa por encima del

eje OX ¢
Solucién:

1. Son los instantes en los que el vector tangente es paralelo al eje OX, es
decir cuando

y'(t) = e’ sint + e’ cost = 0.

Puesto que la exponencial es siempre mayor que cero la ecuacién anterior
es equivalente a

sint = —cost
cuyas soluciones son
3
t=— +km.
4
k7
5
L5
4
3
2
b
A2 Lo 8 5 -4 2

Primer instante de tangente horizontal

2. La distancia recorrida es la longitud del arco de curva que estd definida



por la integral

T
L - / (@) dt
1

0
€

= Ve2t(cost —sint)2 + e2t(sint + cost)2 dt
to

t1
= / e'y/(cost —sint)2 + (sint + cost)2 dt

to

t1
= / et\/(cos2 t — 2costsint 4 sin®t) 4 (sin? ¢ 4 2sint cost + cos? t) dt
to

T
= / et \/(C082 t +sin?t) + (sin®t + cos? t) dt
to

t1
= V2 etdt

to
= \/ﬁ(et‘ — et“)
= V2 (et‘ — 1) .
. En el instante ¢; la particula se encuentra en la posicién

r(t;) = e'costyi+ e sintyj

— el ﬁi,lj
2 27

La direccién de la tangente en dicho instante es

r'(t;) = e'*(cost; —sinty)i+ e (sint; + costy)]
o (V3+1. 1443,
e 5 1+ 5 1.

La ecuacién de la recta tangente a la curva en el instante considerado es

r(t) = e <£+ \/§+1t> i+ el <—%+ ﬁ_1t> j.

2 2 2

Esta recta corta al eje OX cuando

es decir para
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Trayectoria a escala natural

Ejercicio 6 ( 3 puntos) Encontrar los extremos absolutos de la funcion
f('r7y) = (I+y—2)2
en la region D = {(z,y)/ 0 <z < 3,2 <y < 3}.

Solucién:

La regién D es un tridngulo cerrado y acotado. Analizaremos por separado
los puntos del interior y de la frontera.

Interior. Por ser f diferenciable los puntos criticos son las soluciones del
sistema

folzy) = 2@x+y—2)=0
fy(zy) = 2@@+y—2)=0

es decir todos los puntos de la recta
z+y—2=0.

En consecuencia los puntos criticos pertenecientes a D son los puntos de la recta
contenidos en el interior del tridngulo

C={(z,y)/y=2—2, 0 <z <3}

Frontera Por tratarse de un tridngulo la frontera de D estd compuesta por
sus tres lados.
Enelladoy =2«

Fi(z) = f(z,2) = 4(z — 1)%.
Derivando resulta

F{(x) =8(x—1)=0.

11



Por tanto F; posee un punto critico el = 1 al que corresponde el punto (1,1)
del tridngulo.
En el lado y =3

Fy(z) = f(x,3) = (z +1)2
Derivando resulta
Fi(z) =2(z+1)=0

No existe ninguna solucién que satisfaga 0 < x < 3 y que pertenezca por tanto
al tridngulo.
En el lado z =0

Fy(y) = f(0,9) = (y — 2)*.
Derivando resulta
F(y) =2(y —2) =0.

Por tanto F3 posee un punto critico el y = 2 al que corresponde el punto (0, 2)
del tridngulo.

A los dos puntos anteriores pertenecientes a la frontera hay que anadir los
tres vértices del trigngulo, puntos (0,0), (3,3) y (0,3).

En total se obtienen los puntos

{(z,y)/ y=2—2, 0 <2< 3}U{(1,1),(0,2),(0,0),(3,3),(0,3)}.

3

24

1 2 3
Puesto que la funcién f es una funcién continua y la regién D un conjunto

cerrado y acotado ha de existir médximo y minimo absolutos. Estos se alcanzardn
necesariamente en alguno de los puntos anteriores. Comparando

oy flz,y)
r 2—x 0
0 0 4
1 1 0
3 3 16
0 3 1
0 2 0

12



observamos que se alcanza méaximo absoluto de valor 16 en el punto (3,3) y
minimo absoluto de valor 0 en los puntos {(z,y)/ y =2 — 2,0 <z < 3}.

13



