Ejercicio 1 FEncontrar el volumen minimo de la region limitada por los
planos x =0, y =0, z =0 y un plano tangente al elipsoide
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en un punto del primer octante.

Solucién:

Sea P = (g, Yo, z0) un punto cualquiera perteneciente al elipsoide y situado
en el primer octante, i.e. en la regién = > 0, y > 0, z > 0. El plano tangente al
elipsoide en dicho punto tiene como vector normal el gradiente de la funcién

en P = (x9,Y0,20), es decir,
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Por tanto la ecuacién del plano tangente al elipsoide en P es
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a—;)(ac — ) + b—zo(y—yo) + 6—20(2 —29) = 0.

Dividiendo por dos y reagrupando los términos independientes resulta
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Teniendo en cuenta que el punto P = (¢, Yo, 2z0) pertenece al elipsoide sus
coordenadas verifican la relacién
To Y,
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con lo que la ecuacién del plano tangente se reduce a

El punto de corte de dicho plano con el eje OX ha de verificar la ecuacién
anterior y las ecuaciones y = 0, z = 0. Por lo que sus coordenadas son la
solucién del sistema
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que es equivalente a
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de donde resulta
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De forma andloga los puntos de corte con los ejes OY y OZ resultan ser
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El volumen del tetraedro formado por los puntos anteriores y el origen de coor-
denadas viene dado por la férmula
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El volumen del tetraedro es inversamente proporcional al producto de las co-
ordenadas del punto P sobre el que se traza el plano tangente. Como se trata
de un punto arbitrario del elipsoide substituiremos el producto xgygzg por zyz.



Ademsds, el problema de minimizar V es equivalente a maximizar el denomi-
nador xyz con lo que se plantea el problema de encontrar el punto de médximo
de la funcién

F(z,y,2) = zyz

sujeto a la condicién
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y perteneciente a la regiéon x >0,y >0, z > 0.
Para ello construimos la funcién auxiliar de Lagrange
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Los puntos criticos de dicha funcién son las soluciones de

L, = y2+2/\£2:0
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L. = x2+2)\b%:0
z
L, = a:y+2)\b—2—0
22 g2 2
Ly = ﬁ-‘rb—z“r;—l:o.

Multiplicando la primera ecuacién por z, la segunda por y y la tercera por z
resultan las ecuaciones
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zyz+2A\— = 0
c
de donde se sigue
22 Y 22
QAE = 2/\b—2 = 2/\§.
Para A # 0 resulta
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Substituyendo en la ecuacién del elipsoide (condicién Ly = 0) se obtiene
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y por tanto

T = i?a, y= ﬂ:?b, z= ﬂ:?c.
lo que da lugar a un total de ocho puntos.

Para A = 0 las tres primeras ecuaciones del sistema L, =0,L, =0, L, =0,
Ly =0 se reducen a

yz=xz=2xay =0

que implican z =y =0, x = z =0, o y = z = 0. Substituyendo en la ecuacién
del elipsoide se obtienen los 6 puntos siguientes
0, y=0, z==*c
= 0,y=2b, 2=0
r = =a,y=0, z=0.

En todos ellos la funcién F' toma el valor 0. En los ocho primeros puntos la

funcién F' toma el valor
3
F =4 (?) abe.

Como la funcién F' es continua y el elipsoide cerrado y acotado se ha de alcanzar
méximo y minimo. El mdximo se alcanza en aquellos puntos en que

3
F= Euax =+ <?) abc

y el minimo en aquellos que

3
F = Fum=— <\/?§> abc.

En particular en el inico punto perteneciente al primer octante
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se alcanza un méximo de F' al que corresponde un volumen minimo
1a202c2 /3

= —abc.
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Ejercicio 2 Encontrar la mdxima distancia del origen a la superficie S
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cona>b>c>0.

Solucién
Se trata de encontrar el méximo y el minimo absolutos de la funcién

d = /$2+y2+22

con la condicién de que (x,y,2) € S. Tanto d como d? alcanzan los maximos y
minimos en los mismos puntos. Esto permite trabajar sin la raiz cuadrada lo
que simplifica los cdlculos.
La funcion auxiliar de Lagrange es
y z
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L(x,y,z,»—x2+y2+z2+k(z+b—4+;—1>.

Los puntos criticos de L son las soluciones del sistema
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Las tres primeras ecuaciones equivalen a
T (a4 + 2)\562) =
y (0" +2)y?)
z (04 + 2/\22)



Cada ecuacién es producto de dos factores distintos. Para que el producto sea
cero, uno u otro factor debe ser cero lo que da lugar a ocho posibles combina-
ciones. La primera posibilidad resulta de suponer z,y, z # 0 lo que implica

a*+2x2? =0, 202 =0, F+222=0

y por tanto
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Substituyendo en la ecuacién de la superficie resulta

at bt ct
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de donde se sigue

2\ = v/ at + bt + .

Desechando la raiz positiva ya que esta produciria soluciones imaginarias de
x,y, z se obtienen los ocho puntos siguientes

a® b? c?
=t Y=t 2=t
vat+ bt + vat + bt +ct vat +bt+ct
Ahora suponiendo z = 0 se ha de verificar

a*+2X22 =0, b +202=0 2z=0

y por tanto

Tr=—— ¥y :fﬁ, z=0.

Substituyendo en la ecuacién de la superficie resulta

at bt
—_— + [
AN 4N
de donde se sigue
2X = £/ a* + b*.

Desechando la raiz positiva ya que esta produciria soluciones imaginarias de
x,y, z se obtienen los cuatro puntos siguientes
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Andlogamente para y = 0 resultan los cuatro puntos

a® c?

— y=0 2=t ——

y para x = 0 los cuatro puntos

Tr =

b2 c?
=0, =t———, 2=t
Yy N b4 + 04 Y b4 + C4

Ahora suponiendo y = z = 0 se ha de verificar

at+2222 =0, y=0, z=0

y por tanto
4
9 a
= —— =0 =0.
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Substituyendo en la ecuacién de la superficie resulta
at _1
4N
de donde se sigue
2\ = +a®.

Desechando la raiz positiva ya que esta produciria soluciones imaginarias de x
se obtienen los dos puntos siguientes

r=2a, y=0 2z=0
Andlogamente para x = 0, z = 0 resultan los dos puntos
z=0, y=4b, 2z=0
y para z = 0,y = 0 los dos puntos
z=0, y=0, z==c

Por 1ltimo para x = 0,y = 0, z = 0 no hay ningin punto critico ya que el origen
no pertenece a la superficie.

Por tanto hemos obtenido un total de 26 puntos criticos que resumimos en
la tabla siguiente junto con los valores de d
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Por tratarse de una funcién continua d y una regién S cerrada y acotada
podemos afirmar que existen méximo y minimo absolutos.

El méaximo se alcanza en los ocho primeros puntos siendo éstos los extremos
de las diagonales del paralepipedo convexo que forma dicha superficie.

El minimo se alcanza en los dos iltimos puntos correspondiendo a los puntos
de corte con el eje OZ.



