CALCULO 11-M

Examen Parcial Febrero 98

Ejercicio 1 Encontrar valores de a y b tales que

ml_i)r_rloo(\/a:Q—a:—l—l—ax—b):O.

Solucién:
Sea

L= lim (\/m2—$+1—am—b>.

Si a > 0 el limite L es infinito independientemente del valor de b. Por
tanto supondremos a < 0. En este caso el limite es de la forma oo — oo.
Racionalizando resulta

vVri—z+1+ar+b
L = lim (Vz2—x+1—ax—0
$—>—°°< >\/x2—x+1+ax+b

_  lim r? —z+1— (ax +b)?
v——00 /o2 —x+1+ax+b

—  lim (1—&2)£E2—(2&()4—1)1‘4—(1—()2)'
T——00 Va2 —z+14ax+b

Observamos que si 1 —a? # 0 el grado del numerador es mayor que el del
denominador y el lfmite es infinito. Para a = —1 se tiene

I 1 —(=2b+ D)z + (1 —v?)
_= 1m .
e——o0 \Jx2—x4+1—x+b

Dicho limite es de la forma oo/oo. Dividiendo numerador y denominador



por x y teniendo en cuenta que para valores negativos de x se verifica x =

—+/ 22 resulta
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La condicién L = 0 implica b = 1/2 resultando

lim (\/xQ—x+1—a:E—b>:0

si y solo si
=—1 b= .
a y 5
Ejercicio 2 Obtener f”(0) siendo
e sz #0
fla)= { RS

six=0

Solucién:
Para todo x # 0 la funcién f es diferenciable y se verifica

Cxe® —(e"—1) (x—-1)e"+1

f/(JU) = 72 = 22
Paraxz =0
. f(h) = f(0)
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El dltimo limite es de la forma 0/0. Aplicando L’Hopital dos veces resulta

f(0) = lim

Por tanto,

La derivada segunda en cero es

f(0) = lim

B e Ve el L
I h3 '

El dltimo limite también es de la forma 0/0. Aplicando L’Hopital dos veces
resulta

f(0) = lim

Ejercicio 3 Encontrar el menor valor de la constante positiva m tal que
1
mr—14+—-—2>0
x

para todo x > 0.



Solucién:
Se trata de encontrar el menor valor de m tal que

1 1
m > — (1— —>
x x
para todo z > 0.

Dicho valor serd el maximo absoluto, si existe, de la funcién

o=ty

T T 2

en el intervalo (0, 00).
La funcién f es derivable en dicho intrevalo y se verifica

f,(m):a: —(33—1)2:1::2—33.

zt 3

Por tanto, f solo posee un punto critico, x = 2. Ademas,

fl(z) >0 si xz<2

fl(z) <0 si x>2.

En consecuencia f es creciente en el intervalo (0,2) y decreciente en el
intervalo (2, 00). Esto implica que f posee un maximo absoluto en el punto
T =2.

El menor valor de m es

1
Ejercicio 4 Calcular f'(1) sabiendo que
1 =
— = pt—7 .
fla)=— [ l2t=r) at

Solucién:
Primer Método.
Derivando resulta

P =g [l o) ([T e ).

z2 1

4



Suponiendo f’ continua el teorema fundamental del Célculo junto con la regla
de la cadena implican que

i

2 2t — f'(1)] dt) = [2° - f(a”)] 20
Por tanto,

F@) = [t @] 20t )] 2

2

Substituyendo = = 1 en la identidad anterior se obtiene

r) - i/gp.t di + 2 f/(1)]2
- -af()

Por tltimo, resolviendo en f’(1) resulta
4
1) = =.
=3

Segundo método.
Multiplicando por x e integrando resulta

2

wf(@) = [ Rt- ) d
SN
= 2t f@?) -1+ (D).
Diferenciando se obtiene
F(z) + zf(z) = 42° — f'(2?)22.
Substituyendo z = 1 en la dltima expresién proporciona
F) + /(1) =4 —2f/(1)

o bien



Ahora bien, como

resulta

Ejercicio 5 Determinar el volumen de un sdlido cuya base es el circulo
unidad y sus secciones perpendiculares al eje x estdn formadas por tridn-
gulos isdsceles rectangulos con un cateto apoyado sobre el circulo.

Solucién:
Calcularemos el volumen mediante el método de secciones. Si la base del
sélido es el circulo
=1
las secciones perpendiculares a la base son tridngulos rectdngulos isésceles
cuyos catetos tienen una longitud

[ =2y.

Como dichos catetos son base y altura de los tridngulos el drea de las secciones

es la funcién .
Az) = 5(23/)2 =2y* = 2(1 — 2?).

Por tanto el volumen del sélido es

V = 2/01A(m)dm



