CALCULO 11-M

Examen Parcial Febrero 2005

Duracién 2h 30m

Ejercicio 1 (4 puntos)

1. ;FEs posible definir f enx =0 y en x =1 de forma que la funcion

sin(7x)

f(fﬂ):m

sea continua?

2. Obtener la derivada de f(z) = (|z + 1| — |z|)*.

3

3. Calcular el valor medio de f(x) = cos®x en el intervalo [0,7/2].

4. Fvaluar, si es posible, la integral

—+o00
/ Inzdz.
0

Solucioén:

1. La expresién
sin(mx)
z(x —1)

define una funcién continua en todos los puntos excepto en £ = 0 y en
x = 1 donde la expresién anterior no estd definida. Si existiera limite
en dichos puntos seria posible definir una extensién continua en dichos
puntos tomando como valores de la funcién en z = 0 y = 1 los limites
correspondientes.



(a) Limite de f(x) en x = 0. Teniendo en cuenta que

se tiene,

sin(mz)
e—0 z(z — 1) 20 x(r — 1)

(b) Limite de f(z) en z = 1. Haciendo h = z — 1 resulta

lim sin(mx) ~ lim sin(mh + )
e—1z(x —1) h—0 (h—+1)h
. —sin(wh)
= lim—
oo (h+ 1)k
_ —m .. sin(7h)
N ilLli% (h+1) }lzlir(l) wh
. —m .. sint
= lim lim
h—0 ( + 1) t—0 ¢
= —7.

En consecuencia es posible definir una funcién continua en toda
la recta a partir de la expresién

sin(mx
o) = =
definiendo f(0) = f(1) = —m.
2. Puesto que
L TR

2



2| = —x stz <0
] =z siz>0

Combinando las funciones anteriores se tiene, para x < —1
2
flz) = (lz+1] —|z)

= (—z—142z)
= 1.

Para -1 <z <0

fl@) = (e+1]—z))”
= (z+1+2)
(27 +1)?
4a* + 4z + 1.

Y parax >0

fl@) = (lz+1]—|a))”

= (z+1—2)*
= 1.
Por consiguiente,
0 six < —1
f(x)=< 8z+4 si—-1<z<0
0 sixz >0

La funcién f es continua en todos los puntos por serlo la funcién valor
absoluto. En cambio, no es diferenciable ni en z = —1 ni en x = 0 al
no coincidir las derivadas laterales en dichos puntos

P17 =04 f/(-1%) = —4

fl07)=4#f(07)=0.



3. El valor medio pedido es

VJVI =

2
7 Jo
2
7 Jo
2

—/ 1—u
T

2

- (-

4
3r

w/2
/ cos® z dx
O

cos? z cosz dx

1 — sin? x) cos x dx

smx =u cosxzdxr =du

=0 wu(r/2)=1 }

)

4. Se trata de una integral impropia de una funcién no acotada en un
intervalo infinito por lo que la descomponemos en dos integrales

+o0o 1 +oo
/ lnxdx:/ ln:vdm-l—/ Inzdz.
0 0 1

Para que la integral sea convergente ambas integrales han de ser con-

vergentes. Puesto que,

+oo
/ Inzdx
1

la integral es divergente.

t

lim Inzdx
t—+4o0 1

u=Inz dv=dx
du:%dx V=2

t
lim [mlnxﬁ—/ dx]
t——4o00 1

tllgi—noo [tlnt — (t —1)]
tll>+moo [t(lnt — 1) + 1]

—+0o0



Ejercicio 2 (8 puntos) Analizar la grifica de la funcion
y = x(x —1)%3,

Solucién:

La funcién estd definida para todo z ya que el radicando de {/(x — 1)? es
siempre positivo. No es par ni impar y corta al eje OX enz =0y z = 1.La
funcién es positiva para todo x > 0 y negativa para x < 0. Asi mismo es
continua para todo x con limite +o00 cuando x — 400 y limite —oo cuando
xr — —0Q.

Andlisis de la derivada primera:

Para todo x # 1 se tiene

J o= @17 (e )7
_ %(x 1) 3(x — 1) + 2]
= %(w —1)73(5z — 3).

Enzxz =1,

. y(1+h) —y(1)
"(1 = 1
yi+) = lim h
~ (1+h)R¥3 —0
- h—01 h
. (1+h)
o }}E& hl/3
= +OO

y(d+h) —y(1)

y'(1-) = lim

h—0— h
2/3 _
— lim (1+h)h 0
h—0— h
. (1+h)
B hli%l* hl/3
= —00



por lo la funcién no es derivable en z = 1. En dicho punto la gréfica presenta
un punto de cispide invertida Y.

Los puntos criticos son el propio punto z = 1 y el unico cero de 3/, el
punto z = 3/5. El andlisis del signo de la derivada primera proporciona

r<3/5|3/h<z<l|l<z
(5x — 3) - + +
(x—1)"1/3 — — +
Y + — +

Yy crece decrece crece

En consecuencia la funcién posee un médximo local en z = 3/5 de valor

y = 2%/3575/33 y un minimo local en z = 1 de valor y = 0.
Andlisis de la derivada sequnda

Para todo x # 1 se tiene

= 3 (53) e e e
_ é(w —1)™3 [ (52 — 3) + 15(z — 1)]

g(:p — )73 (52 — 6).

Analizando el signo de la derivada segunda resulta

r<6/5|6/5<z
(x—1)"%3 + +
ox — 6 - +
" _ _|_

Y concava | convexa

con punto de inflexién en z = 6/5.

Grifica



1.57

0.57

-0.57

Ejercicio 3 (8 puntos) Sea R la region del plano limitada por y = x* e
y = 2*. Calcular:

1. El drea de dicha region.

2. El volumen del solido generado al girar la region R alrededor del eje
0X.

3. El volumen del sdlido generado al girar la region R alrededor del eje
T =2

Solucién:

1. Sean y; = 2° e y» = 22 las ordenadas correspondientes a las curvas
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Los puntos de corte satisfacen y; = ¥, es decir

1112=1113

cuyas soluciones son
r=0yx=1

Por tanto el drea de la regién limitada por y; e ys es

1
A = /(yg—yl)dx
0

1
(2% — 2°) da

I
S—

(5-7)]
3 4
11
3 4
1
12

. Para calcular el volumen del sélido generado al girar la regiéon R alrede-
dor del eje OX utilizamos discos perforados cuyo radio exterior es y, y
el radio interior es y; resultando

1
Vo= W/(yi—yf)drc
0

z® 7
(7))
B 1 1
- (-}
27
= =



3. Para calcular el volumen del s6lido generado al girar la regién R alrede-
dor del eje x = 2 utilizamos capas cilindricas de radio r = 2—z y altura
h = yo— y; resultando

V = 27?/0(2—11;)(y2—y1)dm
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