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1 Curvas en el espacio

El movimiento de un moévil que viaja a través del espacio viene determinado
por los vectores posicién r = r(t), velocidad v = r'(t) y aceleracién a = r”(t).
A partir de estos vectores es posible construir un conjunto de tres vectores
unitarios y ortogonales entre si, llamado Triedro de Frenet, que se desplaza
con el mévil proporcionando informacién precisa sobre la orientacion del
vehiculo y la geometria de la trayectoria seguida.

En lo que sigue supondremos curvas suaves del espacio tridimensional, es
decir curvas definidas por funciones vectoriales

r(t) =z(t)i+y(t)j+ 2tk

a <t <b, en la que todas las componentes son diferenciables al menos dos
veces. Diremos que una curva suave es reqular sir’(t) # 0 para todo t € [a, b].
Esto quiere decir que la velocidad nunca es cero y por tanto el mévil nunca
se detiene. Este tipo de curvas no presentan puntos angulosos.

1.1 Longitud de Arco y Vector Tangente Unitario
1.1.1 Parametrizacién respecto del arco

El tiempo t es el pardmetro natural para describir el movimiento a lo largo
de una curva. La longitud de arco es el pardmetro natural para describir su
forma geométrica.

Para una curva regular r =r(t), a < t < b, la distancia s recorrida
por el movil hasta un instante ¢ coincide con la longitud del arco de curva



correspondiente al intervalo [a, t], es decir

st) = [ @l du = [ IR+ @+ ] du

Segtin el Teorema fundamental del Célculo la funcién s = s(t) es diferenciable
y

— = ||t (t)]].

= =K
La norma del vector velocidad es la razén de cambio de la longitud de arco con
respecto al tiempo. Por esta razon ||r/(¢)|| se llama rapidez del movimiento

y se la representa por ||v|| o simplemente v.
Para una curva regular se tiene

ds

dt
En consecuencia, s = s(t) es creciente y posee inversa ¢t = t(s) también
creciente y diferenciable. Efectuando el cambio ¢ = t(s) en r(t) resulta

r =r(t(s)).

Este cambio se llama parametrizacion respecto de la longitud del arco.
En general la expresién que relaciona t y s es complicada por lo que la
parametrizacién respecto de s no tiene ventajas practicas. Su interés es
principalmente teérico al hacer las definiciones més simples.

> 0.

1.1.2 El Vector Tangente Unitario

Sear =r(t), a <t <b, una curva regular y r = r(¢(s)) su reparametrizaciéon
respecto de la longitud de arco. Derivando respecto de s resulta

de _dede

ds  dtds
e
~ dtds/dt

r'(t)
[ ()]
lo que muestra que el vector dr/ds es un vector de médulo unidad en la

direccién del vector r'(t). Puesto que el vector velocidad v = r'(¢) es un
vector tangente a la curva, el vector dr/ds es un vector tangente unitario.
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Definition 1 Sea r =r(t), a <t < b, una curva regular. Se llama vector
tangente unitario al vector

_dr r'(t) ZEV.

T=-— —
ds '@l v

Como quiera que ||r/(t)|| > 0, el vector T apunta en la misma direccién
que 1'(t), esto es, en la direccién de las t’s crecientes.

1.2 Curvatura y Vector Normal Principal
1.2.1 Curvatura de Curvas en el Espacio

Dada una curva cualquiera el vector tangente unitario T = dr/ds indica la
direccién del movimiento en cada punto. El vector dT/ds mide la razén
de cambio del vector T con respecto a s. Como quiera que ||'T|| permanece
constante a lo largo de la curva, dT/ds mide realmente el cambio de direccién
en el vector T. Su norma ||dT/ds|| representa la tendencia de la curva a
cambiar de direccién. Esto resulta especialmente claro para curvas planas.

En efecto, supongamos que la curva es plana y sea ¢ el angulo formado
por la tangente en un punto con el eje de abcisas. Entonces el vector unitario
tangente se puede escribir como

T = cos¢i—+singj.

La razén de cambio de T con respecto del arco s es

dT _dTdy . . . 2 4o
&5 4o ds = 51n¢1+cos¢3]d8

y por consiguiente

dé
ds|

dT
ds
Esto sugiere la siguiente definicién valida también para curvas en el espacio.

Definition 2 Sea r =r(t), a < t < b, una curva regular en el espacio. Se
llama curvatura al nimero
dT
- H_ .
ds




Si £ = 0, la curva es una linea recta. Si k # 0 la curva se tuerce y
llamaremos radio de curvatura a

1
p= i
Puesto que,
dl  dTdt dT 1  1dT
T dids D dd od
resulta

1
k==
v

T
dt ||’

1.2.2 Vector Normal Principal

Sea r =r(t), a <t < b, una curva regular y T el vector tangente unitario.
Puesto que T es de longitud constante, || T|| = 1, el vector dT'/ds es ortogonal
a T. Su norma es por definicién la curvatura k. Dividiendo dT/ds por su
norma resulta un vector unitario perpendicular a T.

Definition 3 Sea r =r(t), a < t < b, una curva regular y T el vector
tangente unitario en un punto de curvatura k # 0. Se llama vector normal
principal al vector unitario
1dT  dT/ds
kds ||dT/ds|’

El vector N es un vector perpendicular a T y apunta en la direccién en
que la curva se tuerce.

N —

Puesto que,
aT_dTd
ds  dt ds
y que dt/ds > 0 se tiene
0T _|dT de| 4T dt
ds| || dt ds|| || dt| ds
Dividiendo resulta la férmula
dT/dt
N=——__
[T /dt||

que permite determinar el vector N sin necesidad de reparametrizar respecto
del arco s.



1.2.3 Componentes Normal y Tangencial de la Aceleracién

El vector aceleracion es la derivada del vector velocidad pero
v=r(t)=|r{)]| T=vT

por consiguiente

a:fl—: :%(UT):%T—FU%.
Como dT  dTds
o ma N
se tiene a:@TijUQN
dt '

La expresién anterior muestra que vector aceleracién estd contenido siempre
en el plano formado por T y N independientemente de cémo se comporte la
curva. Asi podemos escribir

a =ar T—I—CLN N

donde
B dv B d?s
R T TE)

es la componente tangencial de la aceleracién y

ds\’
CLN:]{?U2 :k’<$>

la componente normal.
De la relacion

la|l* = af + a¥

se deduce
2 2
ay =/|al]” — a7

lo que permite calcular la componente normal sin necesidad de calcular la
curvatura primero.



1.2.4 Foérmula para el Célculo de la Curvatura

Se trata de derivar una férmulas para calcular la curvatura sin necesidad de
parametrizar respecto del arco.

Teniendo en cuenta la descomposicién del vector aceleraciéon segin sus
componentes tangencial y normal resulta

vxa = vx(arT+ayN)
arv X T+ayv x N
arv' T x T+anvT x N
0O+ayvB

= kv’B.

Por tanto
|v x al| = kv®.

Despejando resulta la Formula para el cdlculo de la curvatura

[v x al

1.3 Torsién y Triedo de Frenet
1.3.1 Vector Binormal y Triedro de Frenet

En cada punto de la curva los vectores T y N forman un plano. Dicho plano
se conoce con el nombre de plano osculador. El producto vectorial T x N
serd un vector unitario perpendicular a dicho plano.

Definition 4 Sea r =r(t), a <t < b, una curva regular. Se llama vector
binormal al producto B =T x N.

Los vectores T, N y B forman un conjunto de tres vectores unitarios y
ortogonales llamado triedro de Frenet que en el orden indicado forman un
sistema orientado segtin la regla de la mano derecha. El plano formado por
los vectores N y B se llama plano normal y el formado por los vectores T y
B plano rectificante.



1.3.2 Torsién

Una curva en el espacio se tuerce de dos maneras. Por un lado se curva
dentro del plano osculador y por otra se curva hacia afuera de dicho plano.
La primera forma viene descrita por la curvatura, es decir por la razén de
cambio de direccién del vector tangente unitario T. La segunda forma de
curvarse viene determinada por la razén de cambio de direccién del vector
binormal B = T x N, es decir por el vector dB/ds.

Puesto que B es de longitud constante, |B|| = 1, el vector dB/ds es
ortogonal a B. Por otra parte, B - T =0. Diferenciando ambos miembros se

obtiene
dB dT

— - T+B-— =0.
ds + ds 0
Ahora bien,
dT
B— =B (kN)=kB-N =0
ds
por lo que
dB
— T =0
ds

y resulta que dB/ds también es ortogonal a T.
Al ser dB/ds ortogonal a T y B podemos concluir que dB/ds es paralelo
a N y por consiguiente proporcional a N,es decir
aB
ds

La constante de proporcionalidad recibe el nombre de torsion.

=—7N.

Definition 5 Sea r =r(t), a <t < b, una curva regular y B =T x N el
vector binormal. Se llama torsion al nimero

dB
_=.N
ds

La torsién mide la razén de cambio a la cual el plano osculador gira
alrededor de T conforme nos desplazamos a lo largo de la trayectoria. El
signo menos se escribe por tradicién pero no debe hacer pensar que la torsiéon
sea negativa. Al contrario que la curvatura que nunca es negativa la torsion
puede ser positiva, negativa o nula.

Puesto que,

T =

B _dBd_1dB
ds dt ds v dt
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podemos escribir
1 (dB
7T=——-N
v < dt >
lo que permite poder calcular la torsién sin reparametrizar respecto del arco.

1.3.3 Férmulas para el Céalculo de la Torsién

En esta seccién trataremos de derivar una férmula para calcular la torsién
sin necesidad de reparametrizar respecto del arco.

Puesto que el vector a estd enteramente contenido en el plano osculador
el vector B es ortogonal al vector acelaracién. Diferenciando la relaciéon
B - a =0 resulta

da n aB a —0
d  dt
De aqui se sigue
da dB
B—= — _—.
dt at
dB ds
e _—— a
ds dt
= 7vN-a
TUAN.
Ahora bien,
ay = kv?
' Iv > al
vV X a
k= o
Por consiguiente
d
B~d—? —7|]v x a
y
B-a
T= )
[v x al
Teniendo en cuenta que
_vXa
[v x al



resulta la Formula para el cdlculo de la torsion

x a)-a'
7_:(V a)-a

v < al (sivxa#0).

1.3.4 Fo6rmulas de Frenet

Las relaciones siguientes expresan las razones de cambio de los vectores T,
N y B con respecto del arco s y se conocen con el nombre de Formulas de
Frenet

dT

— = kN

ds

N = —kT +7B
ds

dB

— = —7 N.

ds 4

La primera y la tercera las hemos obtenido con anterioridad. Para demostrar
la segunda diferenciamos las relaciones N - T =0 y N - B =0 resultando

dN dT' dN

T4+ N—=_"".T7T —

ds + ds ds +e=0
y

dN dB dN

ds + ds ds
de donde se sigue

dN
—  T=—-k
ds

Y dN
—.B=
ds T

Por ultimo, puesto que N es de longitud constante, | N|| = 1, el vector dN/ds
es ortogonal a N. En consecuencia

dN

— = —-kT+7B.
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1.4 Ejemplo

Sea la hélice
r(t) = Rcoswti+ Rsinwtj+ btk

donde R,b > 0 y no simultaneamente nulos.
Vector velocidad

v=r'(t) = —wRsinwti+wRcoswtj+ bk.

Rapidez
v=2 = VIR
Vector tangente unitario
T 1 v = ;(—szinwti +wRcoswtj+ bk).
v VORZ 4B

Vector aceleracion
a=vV'(t) = —wRcoswti— wRsinwt}j.

Componente tangencial

d?s
ar = ﬁ =0.
Componente normal
ay =/||al* — 6} =wR
Curvatura
. an wR
o2 WARZ 412
Vector normal
1
N = —(a—aT T)
an
1
= —(—wR ti— wRsinwtj—0T
wR( wRcoswti— wRsinwt j )

= —coswti— sinwt]
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Vector binormal

B = TxN
) i ik
= ————— | —wRsinwt wRcoswt b
Vw2R? 02| cos wt —sinwt 0

1

= ———(bsinwti—bcoswtj+wRk).

N

Torsién
1 /dB
= - [Z=.N
g v <dt )
= coswtitbsinwtj) - (—coswti — sinwt j
VWw2R2 4+ b2 | VWw?R? + 12
B wb
O WRZ 2

La curvatura y la torsién pueden también calcularse mediante las férmulas
alternativas derivadas anteriormente:
Curvatura

v x a
ko= —0
1 i j k
= = TP —wRsinwt wRcoswt b
(W R? + %) —wRcoswt —wRsinwt 0

1
e ( 2R2 b2)3/2 HWRbSanJti—u)RbCOSwtj+w2R2 kH
w2R? +

R

- (2R2w b2)3/2 ||bsin wt i—bcoswt j+wR k||
w?R? 4
wR

W2R? 4 b2

Torsién
(vxa)-a

lv x al*
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1 Ui U; Vg

a; a; ag
k208 ! ! /
a; a; a
1 —wRsinwt wRcoswt b

—wRcoswt —wRsinwt 0
W2Rsinwt —w?Rcoswt 0

W2R(W R + b?)

wb
W2R? 4+ b2
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