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1 El Concepto de Derivada

1.1 Introduccion

En primer lugar presentamos dos problemas que tienen su origen en dreas
tan diferentes como la geometria y la fisica. Aunque a primera vista pueda
parecer que no guardan relacion entre si un pequeno andlisis nos revelara
que son versiones distintas de la misma idea matemdtica y nos conducirédn
directamente al concepto de derivada.

1.1.1 ;Cémo Definir la Tangente a una Curva?

La geometria elemental define la tangente en un punto de una circunferencia
como la recta perpendicular al radio que pasa por dicho punto. Definir la
tangente a una curva arbitraria es méds dificil y requiere un enfoque diferente.

Supongamos que la curva es la grafica de una funcién f y sea P = (z, f(z))
un punto de dicha curva. Escojamos un Az # 0 y tracemos la recta que une
el punto P con el punto Q = (z+ Az, f(x+ Az)). Dicha recta la llamaremos
secante por tener al menos dos puntos en comtin con la curva. Su pendiente
es

" _& _ fle+Az) - f(2)
T Ar Az '

Si ahora variamos Az el punto @ se desplazard a lo largo de la curva. En
concreto, si hacemos tender Az hacia 0 el punto () tenderd a confundirse con
el Py la secante P() tenderd hacia una recta cuya pendiente sera el limite del
cociente anterior. A esta recta la llamaremos tangente en P y su pendiente
es por definicién

o J A~ fa)
Az—0 AZ’



La tangente es el limite de la secante cuando Q -> P

1.1.2 ;Cémo Definir la Velocidad Instantanea de un Mévil?

Si un mévil se mueve a velocidad constante sabemos que la distancia recorrida
es igual a la velocidad por el tiempo invertido en el trayecto, asi resulta

Distanci
Velocidad = w
Tiempo
Si su velocidad no fuera constante podriamos hablar de velocidad media. Si
la distancia recorrida es una funcién s(t) del tiempo t la velocidad media en
el intervalo [t,t + At] serd
A t+ At) — s(t
Velocidad Media = 28 s(t+4) — s )
At At
Si reducimos At hacia 0 estaremos midiendo la velocidad media en intervalos
cada vez mds pequenos. El limite del cociente anterior cuando At tiende

hacia 0 define la velocidad instantinea del movil,

Velocidad Instantdnea = lim s(t+ At) - S(t).
At—0 At

1.2 La Derivada en un Punto.
1.2.1 Definiciones

Sea y = f(x) una funcién real de dominio D y supongamos que D contiene
un intervalo de la forma (¢ —r, ¢+r). Tomemos un incremento de la variable
independiente

Ax =h



siendo h # 0 y tal que ¢+ h € D. A dicho incremento le corresponde un
incremento de la variable dependiente

Ay =Af = fle+h) = flc).

Llamemos cociente incremental o razén media de cambio de f en el in-
tervalo que une los puntos ¢ y ¢ + h al cociente
Ay _ fleth) = f(o)

F = — =
(C7h) Al’ h

El cociente incremental representa la pendiente de la recta secante que
pasa por los puntos P = (¢, f(c¢)) y @ = (¢ + h, f(c+ h)) pertenecientes a la
grafica de f. También se puede interpretar como la razén media de cambio
de y = f(z) con respecto de z en el intervalo [c, ¢ + hl.

flerhi-t(c)

c c+h

El cociente incremental es la pendiente de la secante

Para cada c fijo, el cociente incremental es una funcién de h. Esta funcién
se halla definida para valores de h positivos y negativos pero no en h = 0.
Cuando h tiende a 0 su limite, si existe, se conoce como la derivada de f en
c.

Definicién 1 Sea f una funcion real de dominio D y supongamos que D
contiene un intervalo de la forma (¢ —r,c+r). La derivada de f en c es

flet+h) - o)
h

f'(c) = lim

h—0

sitempre que dicho limite exista.



Si el limite anterior existe se dice que f es diferenciable en c. De forma
similar, se dice que f es diferenciable en el conjunto S C D si es diferenciable
en cada punto de S y sfmplemente diferenciable si es diferenciable en todo
punto de su dominio D.

Otras formas de representar la derivada en x = ¢ son

dy af
Tl Ir (Df)(c).

Tr=c
Mediante el cambio de variable x = ¢ + h la definicién de derivada se
puede expresar de de la siguiente manera:

y'(c),

Tr=c

Definicién 2 Sea f una funcion real de dominio D y supongamos que D
contiene un intervalo de la forma (¢ —r,c+r). La derivada de f en c es

f’(C) — lim f(l') B f(C)

siempre que el limite exista.

1.2.2 Significado de la Derivada

Si y = f(x) es diferenciable en x = ¢ la derivada de f en ¢ es un nimero.
Este niimero puede interpretarse de dos maneras diferentes:

1. Como la pendiente de la gréfica de f en ¢, o

2. Como la razoén de cambio instantinea de y respecto de x.

La primera interpretacién permite definir la recta tangente a la grifica
de f en el punto (c, f(c)) como la recta que pasa por dicho punto y tiene
pendiente m = f'(c).

La pendiente de la tangente es {’(c)
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La ecuacién punto pendiente de la tangente en dicho punto es

y— fle) = f(c)(x—o).

La interpretacion de la derivada como la razén de cambio instantdnea de
la variable dependiente permite dar sentido a muchos conceptos utilizados en
otras ciencias. Por ejemplo, en Mecdnica se define la velocidad instantdnea
de un mévil como la derivada del espacio recorrido con respecto del tiempo,
en Electromagnetismo se define la intensidad de corriente como la derivada
de la carga eléctrica con respecto del tiempo, en termodindmica se define el
flugo calorifico como la derivada de la temperatura respecto de la posicion,
en economia se define el coste marginal como la derivada del coste total de
la produccién respecto del niimero de unidades producidas, etc.

1.2.3 Ejemplos de Funciones Diferenciables

Dada una funcién y = f(x) para comprobar la diferenciabilidad en z = ¢
mediante la definicién de derivada debemos seguir el siguiente proceso:

1. Considerar un incremento de la variable independiente

Az = h.

2. Obtener el incremento correspondiente de la funcién
Ay = f(c+h) = f(c)

3. Calcular el cociente incremental

Ay _ fle+h)— ()
Ax h

4. Determinar el limite del cociente anterior

o)t LW =@

h—0 h

Ejemplo 3 Calcular la derivada de f(x) = mx + b en el punto x = c.



Incremento de la variable independiente

Az = h.

Incremento de la funcién

Ay

Cociente incremental

Derivada en x = ¢

f'(e) = lim

Observamos que en este caso la derivada no depende del punto z = ¢
en el que se calcula. Esto era de esperar tratdndose de una funcién f(x)
cuya grafica es una linea recta. De suyo la recta tangente en cualquier punto
coincide con la propia grafica de f. En efecto, la ecuacién de la recta tangente
en r = c es

O sea

= fle+h)=flo)
= [m(c+ h)+b] — [mc+1]

= mh.

fle+h)—flo)
h—0 h
= limm
h—0
= m.

y = f@—o)+flc)

= m(z—c)+ (mc+ D)
= mzr+b
f(z). |



Ejemplo 4 Calcular la derivada de f(z) = x* en el punto x = c.

Incremento de la variable independiente
Az = h.
Incremento de la funcién
Ay = flet+h)—=f(o)

= (c+h)?-¢
= 2ch+ R’

Coclente incremental

Ay fle+h)— f(e)
Az h
2ch + h?

= 2c+h.

Derivada en . = ¢

oy g Sleth) = f(e)
f'(e) = lim .

h—0
= lim(2c+ h)
h—0

= 2c. |
Ejemplo 5 Calcular la tangente a la curva y = 1/x en el punto x = 1.

Incremento de la variable independiente

Incremento de la funcién

Ay = f(1+h)— f(1)



Cociente incremental

Ay fA+h)—f(1)
Ax h

Derivada en z =1

f(1) = lim

h—0

f(+h) - f(1)
h

lim ———
hlgtl) 14+ h
= —1
La recta tangente a la graficade y = 1/z en x =1 es

y—f1)=f(1)-1)

es decir

o bien
y=—x+2. |
Ejemplo 6 FEstudiar la diferenciabilidad de

. 1 .
rsins six#0

ﬂ@:{o siz=0

enx =0.

Incremento de la variable independiente



Incremento de la funcién

Ay = f(0+h)— f(0)
= hsin——0

= hsin—.

Cociente incremental

Ay F0+h) - f(0)
Ax h

= sin-—.

Derivadaen z =0

. flet+h)— flc)
/ —
£0) = Jim h
= }lbli% sin 7
como este 1ltimo limite no existe f no es diferenciable en x = 0. ]

1.2.4 Derivadas Laterales

Si en la definicién de derivada el limite se reemplaza por el limite por la
derecha (resp. izquierda) se obtiene el concepto de derivada por la derecha
(resp. izquierda) en c.

Definicion 7 Sea f una funcion real de dominio D y supongamos que D
contiene un intervalo de la forma [c,c+71). La derivada por la derecha de
fences

) L
flet) = hli%lﬁL

fle+h) = fle)
- :

sitempre que el limite exista.

Anélogamente,
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Definicién 8 Sea f una funcion real de dominio D y supongamos que D
contiene un intervalo de la forma (¢ — r,c]. La derivada por la izquierda
de f en c es

flen) — i TP = £0)

h—0— h
sitempre que el limite exista.

Las derivadas por la derecha e izquierda se conocen como derivadas la-
terales. Cuando de una funcién se diga que es derivable en los extremos
de un intervalo la derivada en estos casos se entenderd como derivada por
la derecha o izquierda segiin se trate del extremo de la izquierda o derecha
respectivamente. De acuerdo con la relacion existente entre el limite y los
limites laterales podemos asegurar:

Teorema 9 f es diferenciable en c si y sélo si existen las derivadas laterales
y éstas coinciden entre si.
1.2.5 Continuidad de las Funciones Diferenciables

No todas las funciones son diferenciables. Para que una funcién sea diferen-
ciable es necesario que sea continua. En efecto, si f es diferenciable en ¢ se
verifica

lim [£(c +h) = £(c)] = ;g%[f(”’”‘,i‘f@h}
[ fle+h)=fle)],.
- }fﬂ%{ h hlﬂ%h
= f'(¢)x0
= 0

y en consecuencia
lim flc+h) = lim [f(c+h) — F(6) + F(0)
= lim [f(e+h) — f(0)] + m 70
= 0+ f(c¢)
= f(o).

lo que muestra que f es continua en c.

11



Teorema 10 (Continuidad y Diferenciabilidad) Sea f una funcion dife-
renciable en c. Entonces, f es continua en c.

Por tanto, segtin el resultado anterior, las funciones discontinuas en ¢ no
son diferenciables en dicho punto. Solo las funciones continuas pueden ser
diferenciables.

Ahora bien, el reciproco es falso ya que no todas las funciones continuas
son diferenciables. Veamos tres situaciones tipicas que destruyen la diferen-
ciabilidad de una funcién continua.

Ejemplo 11 (Existencia de puntos anguloso) La funcion f(z) = |z| no
es diferenciable en x = 0.

En efecto, el incremento de la funcién correspondiente a un incremento

Az = h es

Ay = f(0+h)— f(0)
= |0+ h| =0,

y el cociente incremental

Ay [0+h[-0
Az h ’

El limite por la derecha del cociente anterior es

0+h|l—0
lim & =11
x—0t h
y el lfimite por la izquierda
. |0+h|=0
lim ————— = —1.
v0 R

En este caso la funcién posee derivadas laterales
FOH) =41, f0-)=-1

pero éstas no coinciden, por lo que no es diferenciable.

12



abs(x)

Puntos anguloso. No existe £'(0).

La grafica de la funcién |z| presenta un pico o esquina en el punto z =
0. |

Ejemplo 12 (Existencia de tangente vertical) La funcién f(x) = x*/3

no es diferenciable en x = 0.

En efecto, en dicho punto se tiene

_ 1/3 _
i O - O ) BP0
h—0 h z—0 h
) 1
= lmoen
= 4o0.

£’(0) tiende a infinito. Tangente vertical.

13



En este caso la gréfica de la funcién presenta una tangente vertical en
x = 0. |

Ejemplo 13 (Existencia de cispide) La funcion f(x) = +/|z| no es difer-
enciable en x = 0.

En efecto, el cociente incremental es

f(0+h) — £(0) V10 + k[ = /]0]

h h

Por la derecha,

g VL 7

VI Y2
xﬂ%l‘*‘ h azi%l‘*‘ h
1
= lim —
z—0t \/h

e +OO

y por la izquierda

W . V=h

r—0~ h z—0~ h
w (=5)
= lim (———
z—0~ —h
e (-75)
= 1m E——
z—0~ —h
= —0Q.

Por la derecha la pendiente tiende a +o0o y por la izquierda a —ooc.

14



abs(x*1/2)

Cuspide. No existe {’(0).

La funcién no es diferenciable, su gréfica presenta una cispide en x =
0. |

1.3 Aproximacién Lineal
1.3.1 Linealizacién

Las funciones diferenciables se comportan localmente como una recta. Esto
significa que cuando se magnifica su grédfica, en torno a un punto, ésta se
asemeja cada vez mds a una linea recta. En concreto, en las proximidades de
un punto, la grafica de una funcién diferenciable se confunde con la tangente
en dicho punto. Dicho de otra forma la tangente es una buena aproximacion
de la funcién.

Si f es diferenciable en ¢, la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de
fences

y=fle)+ f(e)(z—o).

Esta recta es la gréfica de una funcion lineal que se denomina linealizacion
de f.

Definicién 14 Seay = f(x) una funcion diferenciable en c. Se llama linea-

lizacion o aproxrimacion lineal de f en c a la funcion lineal L definida
por la expresion

L(z) = f(c) + f'(0)(z — ¢).

15



Para estudiar la validez de la aproximacién f(z)
imidades de z = ¢ examinaremos la diferencia entre f(z) y L(x) . Para
ello supongamos que el dominio D de f contiene un intervalo de la forma

(¢ —r,c+7)y definamos

r(h)

para todo h € (—r,r). La funcién r(h) representa el error que se comete al

~
~

fle+h)—L(c+h)
fle+h) = f(e) = f(c)h

substituir f(z) por L(z) en x = ¢+ h.

flc+h)

Puesto que,

r(h)

El error r(h)

flet+h) = o)

h
se tiene
r(h)
h

Teorema 15 Sea f una funcion real de dominio D y supongamos que D
contiene un intervalo de la forma (c —r,c+1). Si f es diferenciable en c se

verifica

lim @ =
h—0

lim
h—0

=IO
f'(e) = f'(o)
0.

fleth) = fle) = f'(e)h _
h

0.

16
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El limite anterior muestra que la diferencia r(h) tiende a cero cuando h
tiende a cero mas deprisa que el propio h lo que justifica que digamos que
f(z) ~ L(x) en las proximidades de = = c.

Haciendo

flet+h) = f(e) = fle)h

e(h) = h

podemos concluir:

Observacion 16 Si f es diferenciable en c existe una funcion e(h) tal que
g(h) — 0 cuando h — 0 y

fle+h) = f(e) = [f(c) +e(h)] h.

1.3.2 Diferenciales

Sea y = f(x) una funcién diferenciable en un punto ¢y

L(z) = f(c) + f'(e)(z = ¢)

su linealizacién. Puesto que f y L son aproximadamente iguales alrededor
de ¢, es posible estimar las variaciones de f mediante las variaciones de L.
Supongamos un incremento Ax de la variable independiente z. El incremento
correspondiente Ay = Af, en el valor de f es

Af = fle+Az) = f(c)
mientras que el incremento en el valor de L viene dado por
AL = L(c+ Azx)— L(c)
= [+ F e+ Az —c)] = [f(e) + f(e)(c = ¢)]
f'(e)Az.
Para incrementos pequenos de  podemos suponer A f ~ AL, i.e.
Af = f(c+ Azx) — f(c) = f'(c)Ax.

Definicién 17 Seay = f(x) una funcion diferenciable en c. Se llama difer-
encial de la variable independiente x y se representa por dx, a cualquier
incremento de dicha variable, i.e. dx = Ax. Se llama diferencial de la
variable dependiente y y se representa por dy, al producto

dy = f'(c)dx.

17



Observamos que el incremento de la variable x es por definicién la dife-
rencial de z, i.e dr = Axz. Pero, mientras que Ay es el incremento de la
funcién f, i.e. Ay = Af, la diferencial de y representa el incremento en la
linealizacién L de f, i.e. dy = AL. No obstante, para incrementos pequenos
de z, la diferencial dy y el incremento Ay son aproximadamente iguales, i.e.
dy ~ Ay.

Mientras que dy es facil de calcular no se puede decir lo mismo de Ay. La
substitucién de incrementos por diferenciales permite obtener las siguientes
estimaciones:

e Estimacion del incremento absoluto Ay

Ay =~ f'(c)dx = dy.

e Estimacién del incremento relativo

Ay _ flet D)~ f(o) _ f(o)dz _dy

y (o) floo
e Estimacion del incremento porcentual por
A
100 x 2¥ ~ 100 x &,
Y Y

2 Derivacion

En esta seccién presentamos la derivada como un proceso que partiendo de
una funcién da lugar a una nueva funcién. A continuacién estableceremos las
reglas para obtencién de derivadas y las aplicaremos a las funciones elemen-
tales. Los Sistemas de Computacién Simbdlica incorporan todas estas reglas
junto con potentes algoritmos que proporcionan la derivada de cualquier fun-
cién elemental como respuesta a una simple orden. También comentaremos
como proceder en el caso de funciones definidas a trozos.

2.1 Derivadas

El proceso por el cual se obtiene la derivada de una funcién en un punto se
llama diferenciacion. Si aplicamos este proceso a todos los puntos del dominio
de la funcién se obtiene una nueva funcién tal que a cada x asocia la derivada
de f en z. Esta funcién se conoce como la derivada de f y su dominio estd
formado por todos aquellos puntos en los que f sea diferenciable.

18



Definicién 18 Sea f una funcion real de dominio D y S el subconjunto de
D formado por los puntos en los que f es diferenciable. Se llama derivada
de f a la funcion f' tal que a cada x € S asocia la derivada de f en x, i.e.

o) — i 1D 1),

h—0 h

Otras formas de representar la funcién derivada son

4y df

i dx’ dx

En un principio la derivada de una funcién se puede obtener calculando

directamente el limite del cociente incremental correspondiente. Asi se puede

obtener la derivada de algunas funciones elementales simples. Con estas

derivadas y con las reglas de derivacién que se obtienen partir de la definicién
es posible calcular las derivadas de funciones méas complicadas.

Puesto que la derivada de una funcién es otra funcién podremos tratar

de hallar su derivada. Se llama derivada seqgunda de y = f (x) a la derivada

de f'(x) y se la representa por f”(z). Es decir,

f(@) = (f) ().

Otras formas diferentes de expresar la derivada segunda son

o} Df.

y' =),
Py _d(dy
dz?  dx \dx )’
&<f_d(df
dz?  dx \ dz

D*f = D(Df).

Anélogamente se define la derivada tercera como la derivada de la derivada
segunda y asi sucesivamente. En general la derivada n-ésima se define como
la derivada de la derivada de orden n — 1 y se representa por

d™y arf
(n) (n) -7 —J D"t
f ) y Y dﬂjn Y dl‘n .f

19



2.2 Algebra de Derivadas
2.2.1 Reglas Algebraicas de Derivacion

Teorema 19 (Algebra de derivadas) Si f y g son funciones diferencia-
bles y k una constante se verifican las siguientes reglas:

1. f+g es diferenciable y
(f +9)(z) = f'(z) + g'(2).
2. kf es diferenciable y
(kf) (z) = kf'(z)
3. fg es diferenciable y
(fg9)'(x) = f'(x)g(x) + f(z)g(2).
4. f/g es diferenciable siempre que g(z) # 0

Yy
1Y oy Palal@) = f@)g (@)
(>(> P

g

Dem.:

1. El cociente incremental correspondiente a la funcién (f + g)(x) es

(f+9)lx+h) - (f+9)()

F(z,h) = 4
_ fh) gt h) — f(@) - @)
h
_ feth) - f@)  gleth) —g(@)
h h '

Por consiguiente,
(f+9)(@) = lm F(z,h)
fla+h) —f@)  gla+h) —g()

= o h h

_ g fEt ) = @) gleth) - g(a)
h—0 h h—0

= fl(z) +4'(2).

20



2. El cociente incremental correspondiente a kf es

(kf)(a + 1) = () (@)
h
B (@)
f(z)

F(z,h) =

+

kf(z+h) -
N h

flz+h)—
h

_

Por consiguiente,
(kf)(z) = lim F(z,h)

h—0
o [k - f@)
h—0 h

fle+h) - f(z)
h

= klim
h—0

= kf'(z).

3. En este caso se requiere algo més de elaboracién. El cociente incremen-
tal correspondiente al producto (fg)(z) es

h
et hgla+h) — f@)ga)
h
_ flet+h)glz+h) — fe)g(z+h) + flz)glx+h) — flz)g(z)
h

Por consiguiente,
(fo)(x) = lim F(z,h)
iy [t 1

h—0 h

- [t

h—0 h

gl +h) + f(z)2

(x+ h})L — g(:ﬂ)]

glz + h)] + lim lf(x)g(*’"’ + h}i - g(:l,’)]

h—0
lim g(x + h) + f(x) lim glzth) = 9()

~ lim f(z+h)
h—0 h

f(z)
h—0 h

= [(@)g(x) + f(z)d (z).
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En el ltimo paso se ha tenido en cuenta que al ser g diferenciable en
x, g es continua en x y se verifica

lim g(z + h) = g(2).

. El cociente incremental correspondiente a la funcién (1/g)(x) es

(1/g)(x +h) — (1/9)(x)

G(z,h) = h
1 1 1
~h [g@m) - g@;)}
gz +h)—g(z) 1
h g(z + h)g(z)

Por consiguiente,

(1>I(x) — lim G(z, h)

g h—0
~ lim [_g(fﬂ+h) —g(z) 1 }
h—0 h g(x + h)g(x)

- [y et L]

h—0 h
—g'(2)
g*(x)
En el 1ltimo paso se ha tenido en cuenta que al ser g diferenciable en
x, g es continua en x y se verifica

lim g(z + h) = g(2).

Por tltimo escribiendo el cociente f/g como un producto

[
g g

y aplicando la regla de la derivada del producto resulta

(D)@ - ro-t- i

g g() g*(z)
fla)g(e) — f@)g(@) g
[g(x)]?
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La regla de la suma y la del producto por una constante pueden combi-
narse en una sola y extenderse por induccién a un nimero finito cualquiera
de funciones y constantes pudiéndose expresar e siguiente resultado.

Corolario 20 Si fi(x), fa(z), -, fu(x) son diferenciables y ky, ks, -+, ky,
son constantes entonces

(kifi 4 kofo 4 -+ Eufol () = kL fi(2) + Bafo(2) + - + ko fy ()

2.2.2 Derivadas de las Funciones Polinémicas y Racionales

Ejemplo 21 (Derivada de una constante) Si f(x) = k entonces
fi(x) =0
para todo x real.

En efecto, el cociente incremental correspondiente es

f(x+h)—f(:c):k:—k::0

h oo
Por consiguiente,
. fle+h) - flx)
/ _ _
f(z) = }llli% h = 0. [

Ejemplo 22 (Derivada de la identidad) Si f(z) = x entonces
f'x) =1
para todo x real.

En efecto, el cociente incremental correspondiente es

fath) —f@) @b -z b
h h h '

Por consiguiente,

f(x) = lim

h—0 h




Ejemplo 23 (Derivada de potencias de exponente entero positivo)
Para todo entero positivo n la derivada de la funcion p(z) = z™ es

p(z) =na" .
La férmula es evidentemente cierta para n = 1 ya que si p(z) =z
plz) =1
por lo que
p(x) =12° = 12171

2

La férmula tambien es cierta para n = 2. En efecto si p(x) = z* escribimos

p(z) = zz.
Aplicando la regla de la derivacién del producto resulta
p(x) =1z + 2l = 2.

Por induccién supongamos la férmula vélida para n = k. Entonces, si p(z) =
xF*+1 escribimos

p(z) = z"x.

Aplicando la regla de la derivacién del producto y la hipétesis de inducuccion,
i.e. que la derivada de z* es kz*~! resulta

P () = ka" o + 21 = (k + 1)aF
lo que prueba que la férmula es también valida para n = k + 1. [ |

Ejemplo 24 (Derivada de un polinomio) La derivada del polinomio p(x) =
ag + a1 + apx® + - - - 4+ a,x™ es el polinomio

p(z) = ay +2az + - - - + naa™
Resulta de aplicar la férmula de derivacién del corolario anterior junto
con la regla de derivacién de las potencias. |
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Ejemplo 25 (Derivada de potencias de exponente entero negativo)
Para todo entero negativo n la derivada de la funcion p(x) = z™ es

p(z) =na" .
Si n es un entero negativo m = —n es un entero positivo. Escribiendo
o 1
plz)=2"==x ( ”)—xm

y aplicando la regla de la derivacién del cociente resulta

p(z) = —

2.2.3 Derivadas de las Funciones Trigonométricas

Ejemplo 26 (Derivadas del Seno y Coseno) Si f(z) = sinz y g(z) =
cosx entonces

f'(z) = cosx y ¢(x)=—sinz
para todo x real.

Utilizando la identidad trigonométrica

sinA—sinB:2sinA;BcosA;B

resulta

flx+h)— f(x) sin(x + h) —sinx

h h
2 . x+h—=x r+h+x
= Esm 5 cos 5
2 . h h
= Esm§cos(x+§).
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Por consiguiente,

o) - g LD =)

h—0 h

i [ oo (o
= hli)% hSIDQCOS xr 2

= |[lim - limcos [z + =
h—0 2 h—0 2

= COST

donde hemos utilizado la continuidad del coseno y el limite

. sinz
lim =1.
z—0 X

Andlogamente, usando la identidad trigonométrica

cosA—cosB:—QsinA+BsinA_B
2 2
resulta
glx+h)—g(x)  cos(x+h)—cosz
h N h
2 ina:+h+:c maH—h—a:
- R ° 5 O 2

—_—2inﬁin —I—E
—hSQS rt+3 ]

Por consiguiente,

oy o gl h)—g(x)
gx) = lim h

i 122 P (o
—hli%hSIHQSlnm 5

-t 5 [y (- 5]
= |—lim - limsin [ z + =
h—0 % h—0 2

= —sinz

donde hemos utilizado la continuidad del coseno y el limite

. sinz
lim

z—0

=1 [
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Ejemplo 27 (Derivada de las demas funciones trigonométricas)

—tanx = sec’z

dx

—cotx = —csclx

dx
d

—secx = secxtanzx

dx
d

—cscx = —cscxcotx

dx

En efecto,

d sinx

dz dzx cosx
cos x cos  — sin x(— sin z)

cos? x
1
cos?
= sec’zr

‘ d coszx
—cotz = ——
dx dx sinx

—sinxsSin x — COS L COS &

sin?
—1
sin? x
= —cscr.

De forma similar,

isecyc = i 1
dx ~ dxcosx

Ocosz — 1(—sinx)

cos? x
sin x

cos? x
= secxtanx
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d 1
—cCcscr = ——
dzx drsinz
Osinz — 1cosx
sin? z
—CcoSx

sin z

= —cscxcotzx. [ |

2.3 Composiciéon y Derivadas
2.3.1 Regla de la Cadena

La regla de la cadena permite derivar funciones obtenidas mediante composi-
cién de otras mds simples. Supongamos que ¥y es una funcién de wu,

y = g(u)
y que u es a su vez una funcién de x
u= f(x).

Componiendo las funciones f y g, la variable dependiente y se convierte en
una funcién de la variable final x

y=g(u)=g(f(z)) = (g0 f)(x).

Pues bien la regla de la cadena permite calcular la derivada de y con respecto
de z como el producto de la derivada de y respecto de la variable intermedia
u por la derivada de u con respecto de la variable final x, es decir

dy _dydn
dr  dudz’

De forma maés precisa:

Teorema 28 (Regla de la cadena) Si f es diferenciable en z y g lo es en
f(z), la composicion go f es diferenciable en x y se verifica

(go f)(x) =g (f(x)) [ (x).

28



Dem.: Sea h # 0. Por ser f diferenciable en z existe un (h) tal que

f@+h) = f(z)=[f(z) +en)h

lim e(h) = 0.

h—0

De la misma forma por ser g diferenciable en v = f(x) existe un (k) tal que

g(u+k) = g(u) = [g'(w) +n(k)]k

lim (k) = 0.

k—0

Tomando k = f(x + h) — f(x) se obtiene

g(f(z+h) —g(f(z)) = g(f(x) + k) —g(f(z))
— k

g'(f (@) + (k)]
= [g(f(@) +n®)][f(z +h) = f(2)]
= [g(f(@) +nR)Lf () +e(h)]h

Dividiendo por h, resulta

g(f(z+ h);)l —g(f(x)) = [J(f(x)) +nk)][f (z)+e(h)]

= g (f@)f'(x) +nk)[f (z) +(h)).

La regla de la cadena se obtiene tomando limites cuando h tiende a cero. El
primer sumando no depende de h. El segundo sumando tiende hacia cero.
En efecto, por ser f diferenciable en x, f es continua. Por consiguiente,
k = f(x+h) — f(x) tiende a cero cuando h tiende a cero. Por tltimo, tanto

e(h) como n(k) tienden a cero cuando h y k tienden a cero respectivamente.
|

Ejemplo 29 Encontrar la derivada de la funcion

f(z) =sin’ .
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Tomando
u =sinx
se tiene
y=u’.

Mediante aplicacién de la regla de la cadena resulta

dy _ dydu
de  dudzx

= (5u*)(cosz)

= 5sin*xcosz. [ |

La regla de la cadena puede aplicarse repetidamente. De esta forma si

se tiene
y=h(g(f(x))) = (hogo f)(x)
y
dy dydvdu
dr  dvduds’

Ejemplo 30 Encontrar la derivada de la expresion
y = sin® (322 — x + 1).
Tomando
y:v5,v:sinuyu:3x2—x—l—1

resulta

dy dy dv du

dz dv du dz
= (5v*)(cosu)(6z — 1)
= 5(6x —1)sin*(32° —x + 1) cos(32® — z + 1) [ |
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2.3.2 Derivacién Implicita

Supongamos una ecuacién de la forma F(z,y) = 0. A veces resulta fdcil
despejar la variable y en funcién de la x. Por ejemplo, despejando y en la
ecuacion

zs—y=20
resulta la funcién

y = 2°.

Otras veces, se obtienen dos posibles funciones como en el caso de la ecuaciéon
=1
donde despejando y resulta

y=V1— a2

y=—v1-—2x2

Por el contrario, en muchas ocasiones despejar la variable y no resulta sen-
cillo, puede ser imposible o simplemente no interesa. En todos aquellos casos
en que exista una funcién diferenciable y = f(z) satisfaciendo la ecuacién
F(z,y) = 0 podemos hallar la derivada de y con respecto de x sin necesidad
de conocer la forma explicita dicha funcién. El procedimiento se conoce como
derivacion implicita y es una aplicacién de la regla de cadena. Por ejemplo,
tomando la ecuacién del circulo unidad

x2+y2:1

considerando y como funcién de x y derivando utilizando la regla de cadena
cada vez que aparezca la y, resulta

d
2z + 2y£ =0.

Despejando la derivada de y con respecto de x en la ecuaciéon anterior se
obtiene

@_ x
de  y
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Dicho procedimiento se puede repetir para obtener las derivadas de orden
superior. Por ejemplo, la derivada segunda es

Py _ _y—ay

dr2 Y2
Yy
_ p
_ y2+£13'2
- -

La existencia de una funcién diferenciable y = f(x) verificando la ecuacién
F(z,y) = 0 se estudia en el célculo diferencial de varias variables.

2.4 Derivacién de Funciones Inversas
2.4.1 Regla de la Derivada de la Inversa

Ya hemos mencionado que si f es continua y posee inversa f~!, ésta también
es continua. Si f es diferenciable resulta natural preguntarse las siguientes
cuestiones: ;Es f~! diferenciable?. Si f~! es diferenciable, ;cémo podemos
calcular su derivada?.

Es posible demostrar que si f’ no se anula, f~! es diferenciable. Veamos
como calcular su derivada en este supuesto siguiendo el procedimiento de la
derivacién implicita. Siendo y = f~!(x) por la propia definicién de funcién
inversa se verifica

o bien

El lado izquierdo de la ecuacién anterior es una funcién de = a través de
y = f~(z). Podremos por tanto derivar dicho lado con respecto de x usando
la regla de la cadena. Por otra parte la derivada con respecto de x del lado
derecho es simplemente 1. En consecuencia, se tiene

d ooy _ DoAY
@f(y)— dyf(y) O =fyy =1
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Como estamos suponiendo f'(y) # 0, resulta
1 1
YT PT@)
Teorema 31 (Derivada de la inversa) Sea f una funcion diferenciable

con inversa f~'. Sea x un punto en el dominio de f~' ey = f~1(x). Si
f'(y) # 0 la funcion inversa f~'es diferenciable en x y se verifica

1
—1y\/
R TR O]

Ademads observamos que los puntos en los que se anula f’ son puntos de
tangente horizontal en la grafica de f. Como la grafica de f~! es simétrica
de la de f respecto de la bisectriz del primer cuadrante en los puntos corre-
spondientes su gréafica tendra una tangente vertical. Es decir la inversa no
puede ser diferenciable en aquellos puntos tales que f’(y) = 0.

Aunque el resultado anterior incluye expresamente la férmula de la derivada
de la inversa, es mas fdcil obtener ésta siguiendo el procedimiento descrito
anteriormente que mediante la férmula.

2.4.2 Derivadas de Potencias de Exponente Racional

Ejemplo 32 (Derivadas de Potencias Racionales) Para todo nimero racional
r la deriwada de la funcion f(z) = z" es

fl(z)=ra"*
siempre que esta expresion esté definida.

En primer lugar supondremos que r = 1/n, n entero. La funcién

y = I,l/n

es la inversa de la funcion
r=y".

Esta ultima funcién es diferenciable. Su inversa serd también diferenciable
excepto en los puntos tales que

d

n n—1
—y'=n =0.
dyy Y

33



lo que implica y = 0 y por tanto x = 0.
Para calcular su derivada seguimos el procedimiento antes descrito que
resumimos en los siguientes pasos

y = I,l/n
Yyt o=
nyn—ly/ 1
y/ g 1 = 1 :lgp(%_l)
ny"1 ( ;>”1 n
nl|xrnr

Ahora sea r = m/n, m,n enteros, un nimero racional cualquiera distinto
de 0. Podemos expresar la funcién f(z) = z” como composicién de dos
funciones escribiendo

1
Fle) = S mar
n
— @xm(ifl)erfl
n
n
= ra" L

Para r = 0, se tiene f(z) = 2° = 1 si z # 0 por lo que f'(z) = 0 = 02~
[ |
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2.4.3 Derivada de las Funciones Trigonomeétricas Inversas

Ejemplo 33 (Derivadas de las Inversas Trigonométricas)

d 1
—arcsiny = —— —-1<x<l1
dz V1— 22
d 1
—arccosy = ————— —-l<z<l
. I T " T
1
—arctanr = ——, —00 < T <0
dx 1+ 22
1
—_— t = —— — <zr<
dxarccox 52 00 < T < 00
1
—arcsecr = ————, x| >1
dx lz| Va2 —1 2
d 1 2] > 1
—arccscr = ————0 T
dz |z| Va2 —1
La funcién
Yy = arcsin x, —-1<z<1

es la inversa de
i Tey<X
z = sin — —.
Y, 5 = Yy > 5

La funcién seno es diferenciable. Su inversa serd también diferenciable ex-
cepto en los puntos en los que

—siny = cosy = 0,

dy

o sea excepto en los puntos y = +m/2 que corresponden a z = £1.
Calculo de la derivada

y = arcsinzx
siny = =z
cosyy = 1
, 1 1 1
y =

cosy /1-sinfy V1I-—a2
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La funcién
y = arctan z, —00 < <00

es la inversa de

™

z = tany, 5

<y < T

) 5"
La funcién tangente es diferenciable en dicho intervalo. Su inversa serd tam-
bién diferenciable excepto en los puntos en los

—tany = = sec’y = 0.

dy cos?y

Puesto que la secante es siempre distinta de cero la funcién arco-tangente
serd siempre diferenciable.

Para calcular su derivada seguimos el procedimiento antes descrito y que
se resume en las siguientes ecuaciones

y = arctanz
tany = =z
1
Y =1
cos= Yy
1 1
y = cosly=

1+ tan?y T 142
La funcién
y = arcsecx, lz] > 1

es la inversa de

s 7
T = secy, {O§y<§}u{§<y§7r}.

La funcién secante es diferenciable. Su inversa serd también diferenciable
excepto en los puntos en los

—secy =secytany = 0.

dy
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La secante es siempre distinta de cero y la funcién tangente se anula para

y =00y =m alos que corresponden x =1 o x = —1 respectivamente. Por

tanto, la funcién arco-secante sera diferenciable en la regién |z| > 1.
Calculo de la derivada mediante derivaciéon implicita

Yy = arcsecw
secy =
secytanyy = 1
, 1
y = —
secy tany

Para simplificar la tltima expresiéon debemos expresar la tangente en fun-
cién de la secante. Esto se hace de la siguiente forma

sin y

tany =
cosy

\/1—cos?y

cosy

Vcos?y (sec?y — 1)
cos y

lcosy| /sec?y — 1

cos Yy

= ++/secty—1

donde el signo positivo corresponde a 0 < y < /2 y el signo negativo a
/2 <y < 7 es decir cuando z > 1 o z < 1 respectivamente. Por tanto,

, 1
Yy =
secy tany

1

secy (j: sec?y — 1>
1

x (i\/ﬁ — 1)
1

2| Va2 — 1

Las otras funciones inversas se dejan como ejercicio. [
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2.4.4 Derivada del Logaritmo y de la Exponencial
Ejemplo 34 (Derivada del Logaritmo y de la Exponencial)

i Inzx = l

dx o
i er = ¢e*
dx N ’

Como ya mencionamos anteriormente las propiedades de la funcién log-
aritmo las probaremos posteriormente mediante la definicién del logaritmo
como una integral. De momento supondremos que la funcién logaritmo es
diferenciable y que su derivada estd dada por la férmula anterior.

La exponencial es la inversa del logaritmo. Como el logarimo no tiene tan-
gente horizontal en ningin punto la exponencial es diferenciable. Su derivada
la calculamos de la siguiente forma

)
Iny = =
1
—y =1
Y
y = y=¢. N

2.4.5 Derivada de las Funciones Hiperbdlicas y sus Inversas

Ejemplo 35 (Derivada de funciones hiperbdlicas)

—sinhxz = coshz

dx

—coshxz = sinhz

dzx

tanh 1
—tanhz =
dx cosh? x
Puesto que,
d T T d —X X

—e* =¢ —e ¥ = —¢
dx y dx
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resulta
d et —e™®
dx dr 2
e*+e”®

2
= coshz.

De la misma forma,

cosh d e’ +e™

- x — N

dx dx 2

er — e T
2

= ginhz.

Las demds derivadas se obtienen a partir de éstas. Por ejemplo,

tanth d sinh z
—tanhx = —
dx dxz cosh z

B sinh x sinh « — cosh z cosh z

cosh? x
B 1
cosh?z’

El resto se obtienen de forma anéloga. |

Ejemplo 36 (Derivadas de las hiperbdlicas inversas)

d . - 1
— Sin r = —F—
dx V1+a22
1
—_— COSh_1 r = —F—, z>1
dx 2 -1
d 1
%tanh r = m, |$| <1

Derivada del argumento seno hipérbdlico,

y = sinh™'z
sinhy = =z
coshyy = 1
, 1 1 1

coshy \/1+sinh2y_ V1+a?

39



La derivada anterior estd definida para todo = ya que el seno hiperbdlico no
tiene ningin punto de tangente horizontal.
Derivada del argumento coseno hipérbélico,

y = cosh™z
coshy = =«
sinhyy = 1
1 1 1

/

sinhy  \/eosh?y—1 VaZ—1

El argumento coseno hiperbdlico esta definido para x > 1. Su derivada no
estd definida para z = 1, aunque solo sea por la derecha, ya que en dicho
punto el coseno hiperbélico tiene una pendiente horizontal.

Derivada del argumento tangente hiperbdlica,

y = tanh 'z

tanhy = =
1 /
=1
costhy
1 1
y = cosh’y =

1 — tanh®y T 1-a%

La funcién y = tanh 'z, estd definida en el intervalo (—1,1) y lo mismo
ocurre con su derivada ya que la tangente hiperbdlica no tiene pendiente
horizontal en ningtin punto. |

2.5 Derivadas de Funciones Definidas a Trozos

Una funcién a trozos se caracteriza por que su dominio estd dividido en varios
intervalos y la funcién se define mediante una expresién distinta en cada uno
de ellos.

Para obtener su derivada por una parte se calcula la derivada separada-
mente en cada uno de los trozos y por otra se estudian los puntos donde se
unen los intervalos entre si.

La derivada de las expresiones que definen la funcién en cada uno de
los trozos se obtiene aplicando las reglas del célculo de derivadas descritas
anteriormente.
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El estudio de los puntos de unién de los intervalos es mas delicado y
en general requiere aplicar la definicion de derivada. Es decir, formar el
cociente incremental y calcular el limite correspondiente. Cuando la fun-
cién esté definida mediante expresiones diferentes a cada lado del punto en
cuestion el cdlculo de dicho limite ha de hacerse por la derecha e izquierda de
forma separada lo que conducird a las derivadas por la derecha e izquierda
respectivamente.

El lector debe observar que esto no es lo mismo que calcular las derivadas
de las expresiones que definen la funcién a cada uno de los lados y evaluarlas
en el punto de unién. Este procedimiento no es valido siempre como lo
muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 37 (Razonamiento incorrecto) Sea

1—22 six>0

f(x):{xQ—l stx <0’

1. Para x > 0 se tiene f'(x) = —2x. Por tanto, f'(0+) = 0.
2. Para x <0 se tiene f'(x) = 2z. Por tanto, f'(0—) = 0.
3. f'(0+) = f/(0-) = 0.

4. Conclusion, f es diferenciable en x =0 y f'(0) = 0.

La conclusion es falsa ya que f no es continua en x = 0 por lo que tampoco
puede ser diferenciable.

1-x02

12-1
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A la misma conclusién habriamos llegado aplicando directamente la defini-
cion de derivada por la izquierda. En efecto,

Py =t JOEN SO
L (RP=1) -1
N hli%l— h
. h?P=2
= lim

h—0—

y dicho lfmite no existe al tender el numerador a —2 y el denominador a
0. |

El siguiente teorema explica en qué condiciones el razonamiento anterior
es correcto.

Teorema 38 Sea f una funcion definida en un intervalo (a,b) y ¢ € (a,b).
Probar que si g es diferenciable en (a,b) y f(z) = g(z) para todo ¢ < x <b
se verifica f'(c+) = ¢'(c). Andlogamente si h es diferenciable en (a,b) y
f(z) = h(z) para todo a < x < ¢ se verifica f'(c—) = W (c).

Dem.: Puesto que f coincide con g en ¢ < x < by g es diferenciable en
¢, la derivada por la derecha en c es

. fleth) = flo)
! — 1
fllet) = lim h
o gleth) — ()
h—0+ h
= g(ct)
= g(o).
La otra afirmacién se comprueba de forma andloga. |

Obsérvese que en el ejemplo anterior el teorema es aplicable para calcular
la derivada por la derecha por lo que la primera afirmacién es correcta. En
cambio, no es aplicable para calcular la derivada por la izquierda ya que en
este caso la funcién f(z) y la funcién h(z) = z* — 1 no coinciden en z = 0

fO)=1-0*=1

h(0) =0 —1=—1.
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