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1 Funciones Vectoriales

1.1 Introduccion

Consideremos una particula en movimiento sobre un plano. Su posicién en
un determinado instante ¢ viene determinada por dos coordenadas z(t) e
y(t) que dependen de ¢. Si la particula se mueve en el espacio su posicién
queda determinada por tres coordenadas z(t), y(t) y z(t) dependientes de ¢.
En el primer caso la posicién de la particula se describe mediante un vector
de dimensién dos cuyas componentes dependen de ¢ y en el segundo caso
mediante un vector de tres coordenadas cuyas componentes son funcién de
t. Esto nos lleva a considerar un tipo nuevo de funciones.

Definicién 1 Sea m > 1 entero. Se llama funcion vectorial de m compo-
nentes a toda funcion cuyo dominio es un subconjunto de nimeros reales y
su recorrido un subconjunto del espacio euclideo m dimensional.

Las funciones vectoriales son funciones que a cada nimero real o escalar ¢
perteneciente a su dominio asocian un vector r(t). Las funciones con valores
reales hasta ahora estudiadas se llaman funciones escalares cuando necesite-
mos distinguirlas de las funciones vectoriales. Las componentes del vector
r(t) son funciones escalares y se escribe

r(t) = (z1(t),... ,zm(t)).

En el caso m = 2 es habitual escribir

y para m = 3



Si r es una funcién vectorial de dos componentes y su dominio un intervalo
I, al variar ¢ el extremo del vector r(t) describe una curva en el plano. Se
dice que las ecuaciones

r=ux(t),y=yt),tel

constituyen una parametrizacion de dicha curva. En este caso la variable real
t se llama pardmetro. A veces es facil eliminar el pardametro t entre ambas
ecuaciones para obtener ecuaciones explicitas o implicitas de la curva.

De la misma forma si r es una funcién vectorial de tres componentes el ex-
tremo del vector r(¢) describe una curva en el espacio ordinario. Todas estas
curvas pueden ser dibujadas fdcilmente con la ayuda de una computadora.

1.2 Limite de una Funcién Vectorial

El limite de una funcién vectorial se define en términos de los limites de las
funciones componentes.

Definicién 2 Sea r(t) = (z1(t),... ,zm(t)) una funcion vectorial, a un es-
calar yl =[l1,... 1y un vector. Se dice quel es limite de r cuando t tiende
hacia a y se escribe

%im r(t) =1
st y solo si para cada v =1,... ,m se verifica

lim z;(t) = ;.

t—a

La continuidad de una funcién vectorial se define de la misma manera
que en el caso de una funcién escalar.

Definicién 3 Sea r(t) una funcion vectorial. Se dice que r es continua en
a sty solo si se verifica

1. r estd definida en a,
2. existe limite de r cuando t tiende hacia a, y

3. limy_,,r(t) =r(a).



1.3 Derivada de una Funcién Vectorial

Como en el caso escalar la derivada trata de cuantificar la razén de cambio
instantanea del valor de la funcién, en este caso un vector.

Definicién 4 Sea r una funcion vectorial cuyo dominio sea un intervalo I.
La derivada der ent € I es el vector

, . r(t+At) —r(t
f<t>=i¥30( A?ﬁ <

siempre que el limite exista, en cuyo caso se dice que r es diferenciable en
t.

Cuando t sea un extremo del intervalo I el limite anterior se interpretara
como el lfmite lateral adecuado.

Sea r(t) = (z1(t),... ,xn(t)), es inmediato probar que r diferenciable en
t si y solo sf cada z;, i = 1,...,m, es diferenciable en ¢t. En este caso se
verifica

Si r'(t) # 0 el vector r'(t) se llama wvector tangente a la curva descrita
por r(t). Si dicha curva es interpretada como la posicién de una particula en
movimiento el vector r'(t) se denomina vector velocidad. Este vector apunta
en la direccién del movimiento y su longitud o norma senala su rapidez. La
derivada del vector velocidad, i.e. r”(t), se denomina vector aceleracion.

Como en el caso escalar la diferencial de una funcién vectorial r(t) se
define mediante la ecuacién

dr =r'(t) dt.

La diferencia es que ahora dr es un vector. Para pequenos incrementos
At = dt del pardmetro t, el vector diferencial dr es aproximadamente igual
al incremento de r correspondiente, es decir

dr =~ Ar =r(t + At) —r(t).



1.4 Reglas de Derivacion

Las reglas de derivaciéon son paralelas a las del caso real. En concreto la de
la suma y de la cadena son formalmente idénticas. En la del producto, éste
se ha de considerar como el producto escalar de dos vectores. La del cociente
no tiene sentido para funciones vectoriales al no estar definido el cociente de
vectores. Estas reglas en forma abreviada son:

Teorema 5 Siu y v son funciones diferenciables y a un escalar, entonces

1. Derivada de la suma

u+v) =u+v.
( )

2. Derivada del producto por escalar

(au) = a(u)'.

3. Derivada del producto escalar de vectores
(u-v)=u-v+u-v.
4. Regla de cadena. Sir es funcion vectorial diferenciable det yt es a su
vez una funcion escalar de s diferenciable, entonces
dr  drdt
ds  dtds
Como en el caso escalar la derivada de una funcién vectorial constante,
r(t) =k, es el vector 0. En este caso no existe movimiento, la curva descrita
se reduce al extremo del vector k. No ocurre lo mismo si la funcién r(¢) es
de longitud constante, es decir ||r(t)|| = k. En este caso se tiene

r(t) - r(t) = k*
y derivando resulta
v'(t)-r(t)+r(t) r'(t) =2r(t) - r'(t) = 0.

Es decir r' es ortogonal a r pero no necesariamente cero. Ahora tenemos
movimiento, si bien éste se da sobre la esfera de radio k.



1.5 Longitud de un Arco de Curva

Supongamos un arco de curva del plano descrito por una funcién vectorial
r(t) = (z(t),y(t)), a < t < b, cuyas componentes sean diferenciables y
posean derivadas continuas. Supongamos ademds que dicho arco no pasa
dos veces por el mismo punto. Para pequenas variaciones At del pardmetro
t, el incremento As en la longitud del arco de curva satisface

As = [|Ar|| & [F'(1)]|At.

Puesto que,
|| Ar|[ ~ [|r'(t)]| At
y
IOl = VI (O + [y ()]
resulta

As = [['(t)]|At = /[ (1)]? + [y (H)2At.
Esto sugiere la siguiente definicién.

Definicién 6 Sea r(t) = (z(t),y(t)) una funcion vectorial inyectiva definida
en I = [a,b], derivable y con derivada continua en I. Se llama longitud del
arco de curva correspondiente a r al nimero

L= / ' (8)]| dt = / VEOE T OR

En el caso de una curva del plano descrita por una ecuacién explicita
y = f(z), a <z < b, ésta puede ser parametrizada por las ecuaciones

x=t,y=f(t),a<t<bh.

Si f es diferenciable y posee derivada continua en el intervalo a < z <'b
la longitud del arco de curva es

L:/ VIR d.

En el espacio de tres dimensiones la longitud de un arco de curva esta
definida por la férmula

L= / (1) dt = / VEOE T WOET ZOR d.




1.6 Area de una Superficie de Revolucién
1.6.1 Giro Alrededor del Eje OX

Supongamos un arco de curva en el plano descrito por una funcién vectorial
r(t) = (z(t),y(t)), a <t < b, cuyas componentes sean diferenciables y posean
derivadas continuas. Supongamos ademds que dicho arco no pasa dos veces
por el mismo punto y que todo él estd situado en el semiplano y > 0. Al
girar dicho arco alrededor del eje = se obtiene una superficie de revolucién.
Para pequenas variaciones At del parametro ¢, el incremento AS' del drea de
dicha superficie de revolucién satisface

AS =~ 2myAs
siendo As el incremento en la longitud del arco de curva. Puesto que,

As ~ ||Ar|| =~ ||F'(t)]| At

IOl = V&' @) + [y ()]

resulta

AS =~ 2my\/ [z (1)]2 + [y (t)]2At.
Esto sugiere la siguiente definicién.

Definicién 7 Sea r(t) = (z(t),y(t)) una funcion vectorial inyectiva definida
en I = [a,b], tal que y(t) > 0 para todo t € I y cuyas componentes son
derivables y con deriwada continua en I. Se llama drea de la superficie de
revolucion engendrada al girar el arco de curva correspondiente a v alrededor
del eje x al nimero

5= / 2my(t) I O] + [ (O dt.

En el caso de una curva del plano descrita por una ecuacién explicita
y = f(z), a <z < b, ésta puede ser parametrizada por las ecuaciones

r=z,y=f(z),a<z<b.



Si f es positiva, diferenciable y posee derivada continua en el intervalo
a < z < b el drea de la superficie de revolucién engendrada al girar el arco
de curva correspondiente alrededor del eje = es

sz/ o f(a)/TF (@) do.

1.6.2 Giro Alrededor del Eje OY

Supongamos un arco de curva en el plano descrito por una funcién vectorial
r(t) = (z(t),y(t)), tal que no pase dos veces por el mismo punto y que todo
él esté situado en el semiplano z > 0. Al girar dicho arco sobre alrededor
del eje y se obtiene una superficie de revolucién. La construcciéon de una
integral que defina el drea de la superficie resultante es andloga al caso de
giro alrededor del eje z.

Definicién 8 Sea r(t) = (x(t),y(t)) una funcion vectorial inyectiva definida
en I = [a,b], tal que z(t) > 0 para todo t € I y cuyas componentes son
derivables y con deriwada continua en I. Se llama drea de la superficie de
revolucion engendrada al girar el arco de curva correspondiente a v alrededor
del eje y al nimero

5= / 2 (t) /I OF 1 [y (P dt.

2 Coordenadas Polares

En esta seccién describiremos otros sistemas de coordenadas para representar
los puntos del plano y del espacio de tres dimensiones distintos del sistema
de coordenadas cartesianas o rectangulares.

2.1 Definicién

Las coordenadas cartesianas describen un punto como la interseccién de dos
rectas, una vertical y otra horizontal. Los puntos del plano pueden también
ser descritos como la interseccién de un circulo y de una semirrecta que parte
del centro de dicho circulo.

Fijemos un punto O del plano que llamaremos polo y una semirrecta
inicial con origen en dicho punto que llamaremos eje polar. Midamos dngulos

8



positivos # en sentido contrario al movimiento de las agujas del reloj y d&ngulos
negativos en el sentido de las mismas. Sea r un nimero. El par (7, 6) se dice
que son las coordenadas polares del punto P del plano determinado de la
siguiente manera:

1. Si r es positivo, P es la interseccién del circulo de radio r centrado en
el polo y la semirrecta que partiendo del polo forma un dngulo 6 con el
eje polar.

2. Si r es negativo, P es la interseccién del circulo de radio —r centrado
en el polo y la semirrecta que partiendo del polo forma un dangulo 6 4 7
con el eje polar.

3. Sir es cero, P representa al polo independientemente de 6.

En coordenadas cartesianas cada punto del plano estd representado por
un unico par de coordenadas. En coordenadas polares un punto admite dife-
rentes representaciones. Los pares (r,60) y (—r, 0 + ) siempre representan el
mismo punto. Asi mismo si (r,f) representa a un punto P, también repre-
sentan el mismo punto los pares (r, 8 + 2km), k entero. El polo admite como
coordenadas polares todo par de la forma (0, 6), con ¢ arbitrario.

2.2 Relacién entre Coordenadas Cartesianas y Polares

Si hacemos coincidir el polo con el origen del sistema de coordenadas carte-
sianas y el eje polar con el eje x positivo, las siguientes ecuaciones permiten
relacionar las coordenadas cartesianas de P con sus coordenadas polares:

z=rcosf,y=rsinf , r’=z?+9*, tan@zg.
x

Estas ecuaciones se satisfacen cualquiera que sea el signo de r. Si r es
positivo,

= JVETF

ysi—m/2<6<7/2,

f = arctan 2.
T



2.3 Curvas en Coordenadas Polares

Las curvas en coordenadas polares estdn representadas por una ecuacion rela-
cionando r y 6. Por ejemplo, la ecuacién r = k representa una circunferencia
de radio k centrada en el origen. Por otra parte la ecuacién 6 = k representa
una recta que pasa por el polo.

La forma m&s comun de representar una curva en coordenadas polares es
mediante una ecuacién del tipo

r=f(0).

También es posible expresar el radio r y el dngulo # como funciones de un
parametro £,

r=r(t),0 =0(t).

Para trazar una curva en coordenadas polares se procede como en el caso
de coordenadas rectangulares. Se identifican un mimero adecuado de pares
(r,0) y se unen entre si mediante segmentos rectilineos. Las computadoras
permiten realizar estos graficos pintando la curva en coordenadas rectangu-
lares de ecuaciones paramétricas

x=r(t)cosO(t) ,y =r(t)sind(t).

2.4 Area en Polares de una Region Plana

Sea f(f) una funcién continua y no negativa en el intervalo [«, ], con
B < a+ 2w Sea P el punto de coordenadas polares (f(6),60). Al variar
6 entre o y [ el punto P recorre la curva r = f(6). Para determinar el drea
A barrida por el radio OP podemos proceder de la siguiente manera.

Primeramente dividimos el intervalo [a, 3] en n subintervalos mediante la
particién

a:90<01<~~0n:ﬂ.

A continuacién para cada ¢ aproximamos el drea de la regién barrida por P
al variar 6 entre 6, 1 y 6; por el drea de un sector circular de radio f(¢;) con
0;_1 < ¢; < 0;. De esta forma se tiene,

A zn: fe) n,
1

2

lo que sugiere la siguiente definicion.
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Definicién 9 Sea f(0) una funcion continua y no negativa en el intervalo
[, 8], con B < a+ 2w. El drea en coordenadas polares limitada por la
region r = f(6), 0 =a y 0 =0 es

51 )
A= [ £0)do.

«

2.5 Longitud de una Curva en Coordenadas Polares

Sea una curva definida en coordenadas polares mediante una ecuacién de la
forma r = f(#) con a < 0 < (. Dicha curva puede describirse en ecuaciones
paramétricas mediante las ecuaciones

x = f(0)cosf ,y= f(0)sind.

La longitud en coordenadas paramétricas es

8
L= [ VEOP+ P @.
Derivando x e y con respecto al pardmetro se tiene

F(0) = F(8)cos(0) — £(6)sin(6)
Yy (0) = f(0)sin(0) + f(0) cos(h)

Finalmente, substituyendo en L y simplificando resulta la siguiente férmula
para el célculo de la longitud de una curva en coordenadas polares

8
L=/‘¢mmP+mwmw.

3 Coordenadas Cilindricas y Esféricas

En el espacio un punto puede ser representado por un sistema de tres coor-
denadas cartesianas (z,y, z). Introducimos a continuacién dos formas alter-
nativas de representar estos puntos. Como en el caso de coordenadas polares
hay situaciones especiales cuyo estudio se simplifica utilizando estos sistemas.
Las coordenadas cilindricas estdn especialmente indicadas para situaciones
que implican cilindros o simetria respecto de un eje de giro. Las coordenadas
esféricas en aquellas otras en las que aparecen esferas o conos, o en general
presentan simetria espacial respecto del origen.
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3.1 Coordenadas Cilindricas

Sea P un punto del espacio. Sean (7, 6) las coordenadas polares de la proyec-
cién del punto P sobre el plano zy y z la distancia dirigida desde P a dicho
plano. La terna (r, 0, z) se llama coordenadas cilindricas del punto P.

Las ecuaciones que relacionan las coordenadas cilindricas y las cartesianas
son

=2 +4?, tanf = g
x
La ecuacién r = k, k > 0, representa un cilindro de radio k. La ecuacién
0 = k representa un plano que contiene al eje z y la ecuacién z = k un plano
paralelo al plano zy.

Las ecuaciones

r=rcosf,y=rsinf,z=z2,1r°

r==k,z=f(0)

representan una curva contenida en una superficie cilindrica de radio k.

3.2 Coordenadas Esféricas

Sea P un punto del espacio. Sea p la distancia de P al origen O, 6 el mismo
angulo que en coordenadas cilindricas y ¢ el angulo formado por el segmento
OP y el eje z. La terna (p, 0, ¢) se llama coordenadas esféricas del punto P.
Se considera p positiva y ¢ no orientado.

Las ecuaciones que relacionan las coordenadas esféricas y las cartesianas
son

x = pcosfsing , y = psinfsing , z = pcos¢

junto con

p:\/x2+y2+22,tan9:g,cosqbz z .
T Va2 4 y? 4 22
La ecuacién p = k, k > 0, representa una esfera de radio k. La ecuacién
0 = k representa un plano que contiene al eje z y la ecuacién ¢ = k un
semicono con vértice en el origen O y eje z.
Las ecuaciones

p="Fk,¢=f(0)

representan una curva contenida en una superficie esférica de radio k.
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