CALCULO 11-M
Examen Final Junio 2002
Duracién 3h

27 de Junio de 2002

PRIMERA PARTE

2/3 _ .2

Ejercicio 1 ( 4 puntos) Analizar la grifica de la funcion y = 3z x°.

Solucioén:

Dominio Tratédndose de una raiz cibica la funcién estd definida para todo
x siendo su dominio toda la recta.

Simetrias Puesto que,

fl=z) = 3(=2)*" - (~a)’
— 3P - (-ap
= 3V -2’
= 323 — 22

()

la funcién es par y su gréifica simétrica respecto del eje OY.
Cortes con los ejes Para x = 0 se tiene y = 0. Por otra parte, y = 0
implica
3023 — 22 =0

0 sea
2722 = 28

de donde se sigue x = 0 0 x = £+v/27.



Continuidad y asintotas La funcién es continua para todo z, no tiene
asintotas verticales. En el infinito se tiene

liIJ]rn (32%% —2?) = liIJ]rn 2?3 (3 — 2/3)
(+50)(~ )
= —o0.
Por simetria,
lim (32%3 — %) = —o0.

Derivada Para todo x # 0 la funcién es derivable y se tiene
y =227 — 2.

Para = = 0 aplicando la definicién de derivada resulta

. 2/3 _ 12
L JOER —FO) 3Rk
h—0+ h h—0+ h
3
- hlg(r)l+ (h1/3 h)
= —|—OO
Mientras que,
. 2/3 _ 32
lim fO+h)—f(O) _ i oA R
h—0— h h—0— h
3
= (m h)
= —00.

Por lo que no existe derivada en x = 0 presentdndose un punto cispide para
dicho valor.

Puntos criticos Los puntos criticos son los puntos donde no hay derivada
o donde la derivada se anula. La ecuacién

y =273 —22 =0

implica
.I_l/B(]. _ IA/S) =0

2



de donde se sigue z = £1.Resumiendo los puntos criticos son (—1,2), (0,0)
y (1,2).

Crecimiento, decrecimiento, mdximos y minimos Estudio de los signos de
la derivada y del crecimiento o decrecimiento

r<—-1|-1<z<0|0<zz<]l|l<x

a3 - - + +
1—22 ] - + + —
Y + — + -

y i ! 1 !

existiendo maximos en (£1,2) y minimo en (0, 0).
Concavidad, convexridad Para todo x # 0 la derivada segunda es
2
y' = —§$_4/3 —-2<0

por lo que la funcién es siempre céncava hacia abajo.

Grifica
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Ejercicio 2 ( & puntos)
1. Obtener un desarrollo en fracciones simples de la expresion

t—x?—r—1
z(x?+1)2




2. FEvaluar la integral indefinida de la expresion anterior.

3. Determinar una funcion f(zx) cuya derivada coincide con la expresion
del primer apartado y que satisface f(1) = 1.

Solucién:

1. El desarrollo serd de la forma

:c4—x2—x—1_A+Bx+C+ Drx+ FE
r(z24+1)2 2241 (224 1)

Reduciendo a comin denominador el segundo miembro e igualando los
numeradores se obtiene

gt =1 —2-1 = A@*+ 1)+ (Br+C)z(z* + 1) + (Dx + E)x
= (B+A)2'+C?+(2A+D+B)2* + (E+C)z + A.

Identificando coeficientes resulta el sistema de ecuaciones

B+A =
cC =0
2A+D+B = -1
E+C = -1
A = -1

cuya solucién es
A=-1,B=2,C=0,D=-1,FE = —1.
Por tanto el desarrollo en fracciones simples es

x4—x2—x—1_ 1+ 2x z+1
w(z2+1)2? oz 2?+1 (a2+1)%

2. Por la linealidad de integracién

[y T p—
/ T 1) dr = /d:v+/

= —L+1—

1
dx—/Lde
@ +1)
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Las dos primeras integrales son immediatas

1
I = /Ed:c:ln|:c|+0

2r 2
I = /$2+1d:c:1n(cc +1)+C

Para calular I3 descomponemos, resultando
1 1
(2 4+ 1) (2 +1) (2 +1)

La primera vuelve a ser immediata

T
I, = ———dr
. / (z2 + 1)

1/ -2z
= —= [ ———=dx
2] @)

1 1
= —= C.
2:162—1—1jL




La segunda requiere un cambio de variable
1
132 = / m dx
o T =tanu
B { dx = co(igu }
B 1 du
a / (tan?u + 1) cos?u

= /C082 udu

1 2
+ cos ud

2

1
u—l—ZSin2u+C’

U

Il
—

1
U+ §sinucosu+0

1
u+§\/1—c082ucosu+0

1 tan u 1

5\/1—|—tau112u\/1—i—taunQu
1 tanwu

u+§1+tan2u
T
= = t C
5 (arc anx+$2+1> +

Reuniendo todas las integrales y simplificando resulta

/x4—x2—x—1 »2+1 11—z

+C

S

[l Pl = NN Il NOF Bl NON B N e

P dr =1n 2] +§x2+1—§arctanx+6’.

3. Las funciones cuya derivada es la expresion racional del enunciado son
sus primitivas, es decir

241 11— 1
Tt < —arctanz + C.

:1 — —
J@) ===t 5y 3

La primitiva que satisface f(1) = 1 se obtiene mediante la condicién

17w
l=ln2-=2+4C
ne-og ™t



por lo que
C:1—1n2+g

241 11— 1
Tt L —arctanx+1—ln2+z.

:]_ — —
J@) ===t 5 3 8

Ejercicio 3 ( 3 puntos) Calcular el volumen del sdlido cuya base estd lim-
itada por las grificas de y = v+ 1 ey = x> — 1 y cuyas secciones per-
pendiculares al eje OX son semicirculos cuyo didmetro se apoya en dichas
grificas.

Solucién:
Sean y; = v+ 1 e y = 22 — 1. Los puntos de interseccién se producen en

r+1=2>-1
es decir en las soluciones de la ecuaciéon

2—r—2=0

que son
r=—-1,z=2.
2_
i
u 2
X
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El didmetro de los semicirculos que se apoyan en las dos graficas prependic-
ularmente al eje OX serd

d=y—yp=(r+1)— (2> - 1) =2+ — 2

y el drea de las secciones

Az) = %w (g)Q = T4z

En consecuencia el volumen del sélido solicitado es

vV = A(z)dz

(2+z—2%)%de

N

(4+4x — 32 — 22° + %) dx

\h

2

1 1
Ay +22° — 2° — =2t + =2
2" TN

® owlx ol ool ‘\
— )

>]

oo
e}

SEGUNDA PARTE
Ejercicio 4 ( 4 puntos)

1. A partir del desarrollo de McLaurin para la funcion cosx obtenga un
desarrollo de Mclaurin para cos2zx.

2. A partir de éste obtenga un desarrollo para
. 2
sinx
(=)
1 . 2
sin x
/ ( ! > dx
0 X

utilizando los tres primeros términos distintos de cero de la serie ante-
TL0T.

3. Estime la integral




4. Indique una cota del error cometido en dicha estimacion.
Solucién:

1. El desarrollo de McLaurin de la funcién coseno es
2 4 .6 22k

B ¢ 5
cosx—l—?—i—z—aﬂL---—i—(—l) onl
siendo vélido en —oo < = < 4+00. Reemplazando = por 2z resulta
(2z)* | (22)"  (22)° p(22)%

cos2r = 1-— 5 + TR +"'+(_1)W+"'
2 4 22k
= 1224 24 b ()P
T +(—1) (2k)!x +
véalido tambien en —oo < x < 4-00.
2. Puesto que
sin? o — 1 —cos2x
B 2
resulta
1 1 2 4 22k
S R T, Yo R S S S AR 2% ..
sin“z = 5 2<1 2z +gat -+ +(—1) (2k)!x + >
1 2 22k—1
_ 2l Z 6L ()12 2k
"= 32"+ o+ +(—1) (2k>!x +
y por tanto
) 2 2%k—1
sinx 1 2 2
— 1= 2 St (o) 2
< ” ) 30 tEe +(—1) (2k>!x +

en el intervalo —oco < z < +00.

3. Usando los tres primeros términos del desarrollo anterior se tiene

U rsing\ 2 ! 1 2
d 1— =224+ =z*) d
/o(w>m /0( 3””4533)95

1

12

= 33 tEE,
1 2

= =957 5;

202

9295



4. Por tratarse de una serie alternada el error cometido en la aproximacién
anterior es menor que el valor absoluto de primer termino que se des-
precia, por tanto

1 o7 7
2 12 1
Eg/ e —
) 8l 781 2205

Ejercicio 5 ( 3 puntos)
1. Determinar la ecuacion de la normal la del plano tangente a la super-

ficie
xy+rz+yz=3

en el punto (1,1,1).

2. Determinar el drea de la superficie de revolucion obtenida al girar
alrededor del eje OX el arco de curvay =2z, 0 < x < 4.

3. Determinar un vector tangente a la curva interseccion de las superficies
de los apartados 1 y 2.

Solucién:
1. Un vector normal a la superficie es el gradiente de la funcién
flx,y,z) =zy+xz+yz—3.
Dicho gradiente es
Vi=W+2)i+@x+2)j+@+yk
En particular en el punto (1,1,1)
Vfl,1,1)=2i+2j+2k.

De esta forma, la recta normal serd

es decir la bisectriz



Por otra parte el plano tangente serd
2 —1)+2(y—1)+2(z—1)=0

es decir
r+y+z—3=0.

. Parametrizando la curva en la forma z = t,y = V2t el drea de la
superficie engendrada al girar dicha curva alrededor del eje OX para

0<x<4es
4
A = QW/ o (@) + ()2 dt
0

4 1 2
— 9 Vot 1+(—) dt
”/o V2t
4
= 27r/ V2t 4+ 1dt
0

(2t +1)%21|"
7T —

3/2 2

0
521w

3

. La ecuacién de la superficie obtenida al girar la curva y = f(x) alrede-
dor del eje OX es
v’ + 22 = f(z)*

En particular, para y = v/2z resulta la superficie
y 4 2% =2z,

Es evidente que dicha superficie contiene al punto (1,1, 1).Definiendo,

g(z,y,2) =20 —y* — 2°

un vector normal a la superficie anterior es
Vg=2xi—-2yj—2zk.
En particular en el punto (1,1,1)
Vg(1,1,1) =2i—-2j—2k.
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Un vector tangente a la curva interseccion de las superficies f(z,y, 2) =
0y g(z,y,2) =0 en el punto (1,1,1) serd el producto vectorial de los
vectores normales a cada una de las superficies en dicho punto, es decir

i j k
VF(1,1,1) x Vg(1,1,1)=|2 2 2|=0i+8j-8k.
2 -2 —2

Ejercicio 6 ( 3 puntos) Determinar los maximos y minimos de

fl,y) = day? — 2*y* — zy’
en la region limitada por el triangulo de vértices (0,0), (6,0) y (0,6).

Solucién:

Se trata de determinar el maximo y minimo absoluto de una funcién
continua en un conjunto cerrado y acotado.

En primer lugar estudiaremos los puntos ceriticos de f pertenecientes al
interior del triangulo. Puesto que la funcién es diferenciable estos puntos
serdan solucién de las ecuaciones

fo = 422"~y =0
fy = 8xy— 2%y — 3zy® = 0.

Extrayendo factor comin en cada ecuacién resulta

y(d-2r-y) = 0
zy (8 — 2z — 3y)

En el interior del tridngulo tanto z como y han de ser distintos de cero por
tanto el sistema se reduce a

2e+y = 4
20 +3y = 8

cuya solucién es
r=1, y=2.

Como la frontera se compone de tres segmentos analizaremos cada uno
de ellos por separado.
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Segmento y = —z + 6, 0 < x < 6. En este caso la funcién a maximizar se
reduce a

Fy(r) = 42(6 —z)* — 2°(6 — 1)* — 2(6 — z)°
= 72z + 242° — 2%

Los puntos criticos de esta funcién han de satisfacer la ecuacién
Fi(r) = —72+ 48z — 62> = 0
por lo que son las soluciones de la ecuacion
2> —8x+12=0

0 sea
r=2yx=0.
Segmento y = 0, 0
reduce a

IN
8

< 6. En este caso la funcién a maximizar se

Segmento x = 0, 0
reduce a

IN
<
A

< 6. En este caso la funcién a maximizar se

Agrupando los candidatos y los valores de f correspondientes resulta la
siguiente tabla

x y f(z,y)
1 2 4
2 4 —64
0<z<6 0 0
0 0<y<6]| 0

Por tanto el minimo absoluto de f es —64 y el méaximo absoluto es 4.
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