FACULTAD DE INFORMATICA-UPM DPTO. DE MATEMATICA APLICADA

22 Examen parcial de Anélisis Matemaitico.

1 de febrero de 2010

Problema 1. (4 puntos)
(a) (2 puntos)

Hallar la transformada de Laplace de cada una de las siguientes funciones:

t
1
1. p(t) =] senu cos(t — u) du 2. gt)= 3 tsent.
0

t si 0<t<3
.rt)=¢ —t+6 si 3<t<6
0 si t>6
1
Hallar la transformada inversa de Laplace de la funcién F(s) = ———— .
s2(s2 +1)
(b) (2 puntos) Resolver la ecuacién diferencial " +x = r(t), con las condiciones iniciales z(0) =1

y 2'(0) = —2, siendo r(t) la funcién del apartado anterior.
Problema 2. (3 puntos) Calcular la integral doble

[/ ——x dzd
Y,
Rvx2+ 92
siendo R el recinto bidimensional del primer cuadrante limitado por las curvas de ecuaciones:

IZ

§+y2=1 x+y2=3 = yzm\/§

. r-z
T @t yi )T

Problema 3. (3 puntos) Dada la funcién f(z,y, 2) Se pide

(a) (2,5 puntos) Calcular la integral // f(z,y,2)drdydz, con 0 < R < 1, y siendo
Ve

z=>0
Ve =4 (z,y,2) € R%; z? + 32 < 22
2 9.2 2
R<zo4+y*+22<1

(b) (0.5 puntos) Calcular la integral impropia ] ] f(z,y,2) dedydz, donde
14

2i=el)
V ={(x,y,2) € R 2 +y% < 22
O0<z?+y2+22<1

NOTA:
e La duracién del examen es de 2,5h.
e Los problemas deben ser entregados en hojas separadas.
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PROBLEMA Calcular la integral doble

siendo R el recinto bidimensional del primer cuadrante limitado por las curvas de ecuaciones respectivas
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SOLUCION:

El recinto R es el representado anteriormente,

Parece més sencillo trabajar con coordenadas polares, con las que el recinto se

expresa
. T T 3
R=¢0.p):=<s0<—, |———— < p<3},
{( 2 4 3'V1+25en?0 }

quedando la integral como:
B % 5

3 Cos@ 3 1 3

do 0s0dp = — [ | Cos@ —————— |d@ = ~(Send — — Arcte(~[2Send) |’ =

i Lpcostdp =3 i 1+ZSen29] g om0~ g Aretel ) L
4 Jie2sen’s ¥ 1



x?z

(2% + y2 + 22)2
(a) Calcular la integral f / f(z,y, 2) dzdydz, con 0 < R < 1, y siendo

Problema 4. Dada la funcién f(z,y,2) = . Se pide

z2>0
Ve =< (z,y,2) € R%; T2 +y? < 22
R<zrl+y’+22<1

Solucién: Hacemos el cambio de variable a coordenadas esféricas

T = pcosfseny
¥=¢ y=psenfseny cuyo jacobiano verifica |Jy(p,0, )| = p*sen ¢
Z=pcosy

Entonces, al sustituir en la ecuacién del cono z2 + y? = 22, que delimita el sélido, se
tiene:
p=20
p*sen® p = p? cos? Y = 6
tan?p =1
y; dado que z > 0, entonces tany = 1y, por tanto, ¢ = - Por otro lado, las esferas
centradas en el origen y de radios 1 y R, que son las otras superficies que delimitan el
solido, en coordenadas esféricas tienen las ecuaciones p = 1 y p = R, respectivamente.
Asi, el recinto Sk C R tal que ¥(Sg) = Vi es
p }
kis
4

Por consiguiente, aplicando el teorema del cambio de variable, la integral pedida sera:

T2z p* cos? @ sen?p pcos
————— drdydz = p dpdfd
//ka2+y2+z2xyz f/fsg P psen p apatidy
2 /4 1
== f cosgﬂdf?f sen?’gacoswdrp/ pdp
0 0 R
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_ raepri/sa Lo pav_ T p2
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(*) Jo T cos?0d0 = 4 [7/? cos? 0.d0




(b) Calcular la integral impropia f / / f(z,y, 2) dzdydz, donde
v

z>0
V =« (z,y,2) € R x4+ 4% < 22
O0<z®+y?+22<1

Si Vk, el recinto descrito en el apartado (a) con R, = 1/n, entonces V = (J VR, ¥
neN

se verifica que Vp, C Vi, para todo n € N, por tanto, la integral impropia se puede

calcular:

/// llm/f/ = lfim — 1—1 ==
(x2+y +2:2 n—o0 | J Jvg, :r:2+y +~1’)2 n—o0 32 nz) 32




