FACULTAD DE INFORMATICA DPTO. MATEMATICA APLICADA
CURSO 06,07 22 CURSO

Problemas de Analisis Matematico

Hoja N2 4: Ecuaciones diferenciales generales

1. La velocidad de crecimiento de una poblacién bacteriana es proporcional a su tamano en
cada instante. En cierto cultivo de bacterias, el niimero de éstas se ha sextuplicado en 10

horas. ;Qué tiempo tardd la poblacién en duplicar su ntimero inicial?
Sol.: t = 10122 ~ 3,8685 horas.

2. La ley de Newton para el enfriamiento afirma que la rapidez con que un cuerpo se enfria
es proporcional a la diferencia entre la temperatura del cuerpo y la del medio ambiente
que le rodea. Un cuerpo con una temperatura de 80°F se coloca en el instante ¢t = 0 en

un medio cuya temperatura se mantiene a 50°F. Al cabo de 5 minutos, el cuerpo se ha

enfriado hasta los 70°F, se pide:
(a) Hallar la temperatura del cuerpo al cabo de 10 minutos.
(b) (Cuéando sera de 60°F dicha temperatura?

Sol.: (a) T'=50+40/3, (b) t =5logy3 (3)-

3 Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

(a) (3zy + y?d:v + (ay +2%)dy = 0 (b) ¥ = (z+y)*
(=2 (@) ¥ = sen?(@ =y +1)
(e) (z+y)y =2y —1. (f) y+x+1)de+ 2y + 2z + 1)dy = 0.

(g) sen(xy) + (wy) cos(xy) + 22 cos(xy)y’ =0 (h) y —ytanx = cosx

Sol.: (a) zy(z+y)® =c¢,ceR. (b) y=tan(z+c) —z con c € R.
v tan(z —y +1) = , ceR

(C)y+3:C€y+gconc€R. (d) an(z —y+1)=x+c¢, c

x_y‘f'l:%-i-k?r, kecZ

_ 1)2 =¢(2y—1 R
(e){(x y+1) c(2y ), c€ (f)x+y:ce_$_chonC€R.

=1
2

(g) zsen(zy) =k, keR. (h) y=1isenz+ 52—+ L5 KeR

2cosx coszx’

4 Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

(a) (229 — 323)dx + (2y2® +2y — 1)dy =0 (b) 2%y = 2y(x + VY)

(c) z = (z¢/ + y)V1+ 22 (d) z%dt — (tx +t3)dx =0
(e) (1 +2)y +22y°> + 2%y +1=0,donde y = —=x es solucién particular.
(f) 2y =y + (z — 1)y (g) v —ytanz + y?cosx = 0.
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Sol.: (a) 2%y? — 32t +y> —y=c,ceR. (b) { Y 0
y:

1 _ c—2 1
(c) y =tV . c R (d){z—cxf, ceR © {y—xzi’é,ceR
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Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales para las que se plantea la forma de un

posible factor integrante:

(a) (ylny+ye*)dx + (x + ycosy)dy = 0, que admite factor integrante p dependiente de

una sola variable.
(b) 6zydx + (4962 + 19?) dy =0, p(z,y)=yp(z).
(c) (zty* —y)do + (2®y* —2)dy =0, p(z,y) = @(zy).
e*y
(d) (7
(e) ¥*+ (zy+ 1)y =0, p(z,y) = a(zy).

+ 223y)dx + 24 (1 + y)dy = 0, p(z,y) = 272 f(y)

Sol.: (a) zlny +e® +seny =c,c € R ; (b) 2232 + 532 = ¢, cE€R;

() %—Fﬁy =c,ceRyy=0;(d) —ﬁ—Fazdey:c,cER; (e) ye™ =c¢,c € R.
Encontrar la solucién general de la ecuacién ¢’ = y?> — 2zy + 1 + 22 sabiendo que y = z es
una solucion particular de la ecuacién.

Sol: 1=(y—2x)(c—z),ceRyy=u.

. Los puntos medios de los segmentos de tangente a una curva comprendidos entre el punto

de contacto y el el eje OX describen la pardbola y?> = 22. Hallar la curva sabiendo que
pasa por el punto (1,2).

2 _
Sol.:px = £ =Wl (1+1n42 jyl)

. Encuentra la curva o curvas que verifican que la proyeccién sobre el eje de abcisas de la

parte de la tangente entre cada punto (z,y) y dicho eje tiene longitud 1.

Sol.: y=ke®, y=ke ™ ® ke R k#0.

. Una curva pasa del origen al primer cuadrante. El drea bajo la curva desde (0,0) a cada

punto (z,y) es un tercio del drea del rectangulo que, con los lados paralelos a los ejes, tiene

esos puntos como vértices opuestos. Determinar dicha curva.

Sol.: y = k22, k > 0.

1
Sabiendo que u(z, y) = 3xy? es un factor integrante de la ecuacién diferencial <€ — > dx+
Yy Ty
Q(y)dy = 0, se pide determinar Q(y) y resolver la ecuacién resultante.

Sol.: Q(y) = —y%; —3zy+ a2 =c ceR.
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Sabiendo que la ecuacién diferencial (3zy + % )dx + (222 + %%y )dy = 0 admite un factor

integrante p(z,y) = za(y), hallar su solucién general.

Sol.: z3y? + ysenz = C,C # 0.

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

(a) 2y =y'In (y;/)
(b) yy// _ y/2 =0.
(©) yy" = vy +y? y(0) = —1/2,y'(0) = 1.

2
=% +¢c ceR

b) y = ke®, c,k € R.
y:%ekxﬂ—i—c,k#o,ce}l@ (®)y

Sol.: (a) {

(C) Yy = 2*8231/2 .

Obtener:

1. La ecuacién diferencial cuya solucién general es y = senz + ccosx, ¢ € R.

2. La ecuacién diferencial que satisfacen todas las circunferencias de radio 1, cuyo centro

es un punto de la recta y = x.
Solucién: 1. y'cosx +ysenx =1. 2. (z—1y)?(1 +y?) = (1+y)>2

Dada la ecuacién diferencial y' = zy + (z — 1)a(z) + 7, donde « es una funcién continua
en R, calcular la interseccién de las rectas tangentes en (1,0) y (1,1) a las soluciones que

pasan por esos puntos.

Solucién: (0, 7).

Encontrar las trayectorias ortogonales a cada una de las siguientes familias uniparamétricas
de curvas:
(a) zy=c (b) y = ca? (c) y=ce

(d) ylcx+1) == (e) 22+ (y—c)? = 2 (f) 2> —ay +9% =c

donde, en todos los casos, ¢ € R.

Sol.: (a) y? —22=k,keR. (b) 22 +2y2 =k, k€R. (c) %%—x:k,keR

() P+ =k keR (e 2+ L =k k£0. (F)y—2w=kly+2)3, kER, y+z=0.

Encontrar las trayectorias ortogonales a la familia de elipses 2 — 2y + y? = ¢, ¢ € R.

Sol.: y —x =c(y+x)3,c€R.
Obtener las tayectorias ortogonales a la familia de curvas:
3x2+y2 =cr,ceR

Sol.: Y2 — 2?2 =cy?,ceRyy=0.



18. Hallar la curva que pasa por (1,3) y es perpendicular a todas las rectas que pasan por
0_171)'
Sol.: (z+1)2+ (y—1)2=38.

x4+ e¥
19. Dada la ecuacién diferencial y' = ;y, se pide:
e

(a) Determinar los dominios del plano donde se puede asegurar existencia y unicidad de

soluciones.
(b) Hallar todas sus soluciones.
(c) Hallar las soluciones que pasan por el (1,0).

Solucién: (a) D = {(z,y) e R%z #0}.  (b) 2* + ze¥ = ¢, ¢ € R. (c) Pasa la tnica

2—z2

solucién y = In ( =

20. Dada la ecuacién diferencial (x 4 seny)dx + cos ydy = 0 se pide:
(a) Determinar los dominios del plano donde se puede asegurar existencia y unicidad de

soluciones.

(b) Hallar todas sus soluciones teniendo en cuenta que admite un factor integrante de-

pendiente de una sola variable.

(c) Hallar las soluciones que pasan por el (1,0).

Sol.: (a) D = R? — kLEJZ{(x,y);y =Z+kr}. (b) e*(seny +x —1) =¢, c € R. (c)

Pasa la tnica solucién y = arcsen(1 — x).
21. Dada la ecuacién diferencial zy’ = /22 — y2 + y, se pide:

(a) Determinar los dominios del plano donde se puede asegurar existencia y unicidad de

soluciones.

(b) Hallar todas sus soluciones.

(c) Resolver el problema de Cauchy {

ay =2 —yr+y
ﬂ) ::O

y(e

y=xsen(c+1In|z|), ce R

Sol.: (a) D = {(z,y); || > |y[}. (b) { _
Yy =*tx

(c) y=xsen(lnz — 7).



