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Hoja 5. Ecuaciones diferenciales lineales

1. Resuelve las siguientes ecuaciones diferenciales lineales homogéneas:

(a) (1 +2?)y" — 22y’ + 2y = 0, sabiendo que admite soluciones polinémicas.

sen

(b) zy” + 2y’ + xy = 0, sabiendo que y = =F es una solucion particular.

Sol.: (a) y =ci(z? — 1) + cax, c1,¢0 € R; (b) y = ASRILLQCET ) ) € R.
2. Resuelve las siguientes ecuaciones diferenciales lineales:

(a) 1 —a)y" +ay —y=1
(b) 2%y" — x(2z + 3)y’ + (2% + 3z + 3)y = (6 — 22)e”, sabiendo que y = xe® es solucién de la
ecuacién homogénea asociada.

(c) 2%y" — x(x +4)y' +2(x + 3)y = 2°, sabiendo que la ecuacién homogénea asociada admite una
solucién particular de la forma y = z”.

(d) 2z +1)y" — 4(x + 1)y + 4y = 4(2x + 1)%e?*, sabiendo que y = €% es solucién de la ecuacién
homogénea asociada.

Sol.: (a) y = c1z + e — 1, c1,c0 € R; (b) y = ($+%+Cl$2+02) xe®, c1,c0 € Ry (¢) y =
3
w + (c1 4+ c2e®) 22, 1,02 €R; (d) y = c1€?® + co(x + 1) + 2(z2 + 2 — 1)e?®, 1,00 €R.
3. Halla la solucién general de la ecuacién:

2%y — 2xy + (2° +2)y = 2’e”

sabiendo que su ecuacion homogénea asociada admite dos soluciones particulares cuyo cociente es
tanx.

x
Sol.: y = (acosx + bsenz)r + %5-, a,b € R.

4. Dada la ecuacion: 0
y' + (tanx — ) v+ ng)y =zxtanz
x x
se pide:
(a) Determina f(z) sabiendo que la ecuacién homogénea asociada admite dos soluciones particu-
lares cuyo cociente es sen x.
(b) Siendo f(x) la funcién determinada en el apartado anterior, y sabiendo que la ecuacién com-
pleta admite una solucién particular del tipo y = 2™, halla su solucién general.
Sol.: (a) f(z) =2 —xtanz. (b) y = (a + bsenz)x + 22, a,b € R.
5. Resuelve la ecuacion diferencial:

y" + (tanz — 3cot )y’ + 3cot’zy = 3tan® x

sabiendo que la ecuaciéon homogénea asociada admite dos soluciones particulares tales que una de
ellas es el cubo de la otra.
Sol.: y = (c1 + casen®x)senx + tanz, ¢, ca € R.

6. Dada la ecuacién: zy” + (2 — 3z)y’ — 3y = 202® — 1524, se pide:

(a) Calcula una solucién para la ecuacién completa del tipo y = z™.
=7

(b) Halla todas sus soluciones sabiendo que y = *—* es solucién de la ecuacién completa.

Sol.: (a) Yy = ;L'4_ (b) Y= # +1U4.
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7. Se considera la ecuacion diferencial

10.

11.

12.

13.

14.

" 2 , 1 /2
y —|—+cotr |y +—| —+cotx |y=—xcotx
T T \T

(a) Halla dos soluciones particulares de la ecuacién completa de la forma y = 2™ + au.

(b) Halla su solucién general.
Sol.: (a)y=22ey=a?+z. (b)y=(c1 +cacosx)r + 22, c1,c2 €R.

Sabiendo que admite dos soluciones particulares polindémicas (de grado menor o igual que 2), re-
suelve la ecuacién diferencial: (z — 1)%y” — 2y = 2 — 4x.
Sol.: y = ci(x —1)? + 2+ 22, ¢1,c0 € R.

Determina la ecuacién lineal cuya solucién general es: y = A(z + 1)3 + B(z — 1)3, A,B € R.
Baséndose en ésto, integra la ecuacion:

(2% = 1)y" — dzy/ + 6y = 22
Sol.: (#2 —1)y" —dxy' +6y=0. y=A(z+1)*+ Bz — 1)+, A,B€R.

Halla los valores del parametro a € R para los que y = e* es solucién de la ecuacién homogénea
asociada a
(x —a)y’ —zy +ad’y = a(z — 1)%"
Resuélvela en estos casos.
2
Sol.: a=0ey=cie®+ce”, c1,0 €ER; ya=1ey=cie® +cox + (% — x) e’ ci1,c9 € R,

Determina los coeficientes a, b, c € R de modo que la ecuacién:
(% 4+ 1)y" — 22/ —ylaz® +bx+¢) =0

tenga una solucién de tipo exponencial. Calcula la solucién general de la ecuacién obtenida.
Sol.: y = e es solucién si a = ¢ = A2 y b = —2)\. En este caso, la solucién general es:
y = c1e™ + co(2N222 + 20z + 202 + 1)e ™, ¢1, ¢ € R.

Determina f(x) para que la ecuacién diferencial xy” — 2y’ + f(z)y = 0 admita dos soluciones
particulares tales que una de ellas sea el cuadrado de la otra. Para la funcién f(z) determinada,
halla todas las soluciones de la ecuacién diferencial.

Sol.: f(z) = %, a€R;y=cVad+a+cad/ (a3 +a)?, c1,c0 €R.

Dada la expresion z2y”(x) + 623/ (z) + 6y(z), calcula una funcién f(x) que, multiplicada por la

expresién anterior, dé una derivada de una expresién del tipo F(z)y(z). Basdndose en ésto, integra
la ecuacion:
2y + 6y +6y =7

Sol.: f(x) =cxy F(x) = cx3, c € R; yfﬁ—i- + %3, c1,e2 €R.

Resuelve las siguientes ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes:

@y —y' +y —y=2a>+uz )y +y +y=e* —senz
(b) ¥ + 10y + 25y = 14e 5% + 3z (e)y" +y=cscx
(C) y""—2y'”—|—2y"—2y’+y:ex+1 (f) y"+k2y:senbx, b k>0

Sol.: (a) y = c1e® + cagcosw + cgsenz — (22 + 3z + 1), c1,¢a,¢c3 € R; (b) y = (722 + az + b)e > +
1519%5 ,a,b €R; (¢)y =1+ <%+clx+02> e’ + cgcosx + ¢qsenw, c1,c9,c3,¢4 € R; (d) y =

<01 cos ‘[x + cosen ‘[‘”) ez —1—%62:’54—008:6, c1,c2 €R; () y=(c1—x)cosz+(c2 + In|senz|) sen z,

c1 coskx + cosenkx + Z‘;n_l;ﬁ ,s1b#£k

clcoskx—i-cQsenkx—% ,sib=k

; c1,02 € R.

Cl,CQER; (f) y—{
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15. Resuelve las siguientes ecuaciones diferenciales de Euler:

(a) 2%y + 2z —6y =0 (c) 2%y + 2zy" — 4y + 4% =2z (e) 23y +52%) + 42y =1+ Inz
Inx

®) (z—3)%"+3y=2 (d) 2% —ay —3y= —167

Sol: (a) y =c12® + %, c1,c2 €R; (b) y = %+ [acos (%) + bsen (%)] |l — 3],
a,b €R; (c) y = ax+bx®+ 5 +§ln]az\, a,b,c € R; (d) y:c1x3+%+h’7’ﬁ (21nx—i— %), c1,c9 € R;

2
(e)y= (lnch —1) lnx—i—cl—l—w, c1,c2,c3 € R,

16. Hallar todas las soluciones reales de la ecuacién diferencial: 3" — ay” + 4’ — ay = €*, a € R.
C1€%% 4 cosens + c3cosx + s~ sia#1
Sol.: y = { ! ? ’ 2(1-a) # , C1,02,0c3 €R.

(cl—i-%)ex—i-cQsenx—i-c;z,cosx ,sia=1

17. Resuelve la ecuacién diferencial: 3" — 4" — a?y’ + a?y = 0, a € R. Usando lo anterior, halla la
solucién general de la ecuacién: y"” — 3" — 4y’ + 4y = 4e>?.
1 + cox + cze” ,sia=0
Sol.: y = ¢ (c1 + cox)e® +cge™™ | si a?=1 , C1,C2,c3 €ER;
c1e” + e 4 c3e7  sia#0ya®#£1
y=ce’+ (v + 02)62” + 372, ¢1,co,c3 € R.

18. (a) Halla, segtn los valores de a € R, todas las soluciones de la ecuacién diferencial:
v — (3a+2)y" +2a(a+3)y —4a*y =0

(b) Halla, utilizando lo anterior, todas las soluciones de: y"”" — 5y” + 8y’ — 4y = (22 — 5)e”.

¢l + cox + c3e® ,sia=0
2z 3
c1e” + (c2 + cax)e sia=1
Sol.: (a) y = - . , C1,C2,c3 € R;
(c1 + cox)e™™ + cze ,sia=2

1% + o€ + c3e?® [ sia #0,1,2
(b) y = c1e® + (c2 + c32)e?® + z(z — 1)e%, ¢1,c2,c3 € R.

19. Halla todas las soluciones reales de la ecuacién diferencial:
Y’ — (2cotz)y + (5 +2cot?z)y = senx

sabiendo que el cambio de variable dependiente y = zsenx la reduce a una ecuacién lineal de
coeficientes constantes.
Sol.: y = (acos2x + bsen 2z + %) senzx, a,b € R.

20. Una solucién u(x) de la ecuacién diferencial y” — 4y’ + 4y = 0 corta en el origen a una solucién v(x)
de la ecuacion diferencial 3" — 4y’ 4+ 29y = 0. Determina u y v sabiendo que ambas curvas tienen
la misma pendiente en el origen y que v'(7w) = —1.
Sol.: u(z) = 2?7 y v(z) = %62(27_71—) sen 5z.

21. Encuentra la ecuacién diferencias cuyas soluciones son:
y=(Ax + B)e2x + (Csenx + Dcosz)e * + 22?4 41

Sol.: ¢y — 2y — 2y" + 8y = 20e%* 4 8z + 8.



