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Problema 1. (2,5 puntos)

(a) Halle las trayectorias ortogonales de la familia de curvas y? = cx3.

(b) Demuestre que p(x,y) = — es un factor integrante para la ecuacion

x? + y?
(22 +y* —x)dx —ydy =0,
y mediante dicho factor intégrela.

Solucién
(a) Dada la familia de curvas y?> = cx®, buscamos su ecuacién diferencial eliminado ¢ entre la
ecuacién de la familia y su derivada:

y? = cx’

2y’ = 3ca?

2

: : Yy : ,

despejando en la primera ecuacion, ¢ = =5, y sustituyendo en la segunda:
T

En consecuencia, la ecuacion de las trayectorias ortogonales es

1_3y

y 2z’

con lo que, operando, se obtiene la ecuacién de variables separadas

3
—zdr = Syd
zdz = Jydy
que integrando resulta
T3k keR
9 - 4y ) ’

y operando, se obtiene que la familia ortogonal a la dada es

202 +3° =K, K eR.

(b) Multiplicamos por u(z,y) la ecuacién dada:

2, .2 _
$2+y2(m +y —:U)dx—x2+y2dy—0



y ahora comprobamos que ésta es exacta. Para ello, llamamos

1 T
_ 2, .2 _
P(%y)—m(ﬂﬁ +y —x)—l—m
- __ Yy
Q(xa y) - .73‘2 + y2 ’
y sblo tenemos que comprobar que dP/dy = 0Q)/dz. En efecto,
OP( ) =0 —x -2y 2xy
—(x — — —
ay Y @+~ @+ )
oQ —y - 2x 2y
(@Y = e = o
O (> +9°)*  (z*+¢?)

Por tanto, se trata de una ecuacién exacta. Para resolverla buscamos una funcién potencial U, es
decir, que verifique

oUu x
O (z,y) = P(z,y) =1~ m
5U y (1)

@(x’y) = Q(z,y) = —m

Integrando respecto de la variable y en la segunda ecuacién obtenemos

— 1
Ula) = [ lgdy+ ola) = —3 (e + %) + pla),

que derivando respecto de la variable z, y teniendo en cuenta la primera ecuacién de (1):

ou 1 2z ,

%(%Z/) = —§W+<ﬁ($) /

o =y (r)=1=p(z)=x+k keR
T

htdl -1

6x(w’y) 2 +y?

Por tanto,
1
Uz,y) = —§ID($2+y2)+x+k, keR,

y la solucién general de la ecuacién viene dada implicitamente por

z—sIn@?+y*) =C, CeR.




Problema 2. (2,5 puntos) Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales lineales:

a) y™) + 4y" = senzx
(a)y y
(b) (22 +1)y" — 22y’ — (z + 1)%y = 0, sabiendo que y1 = =% es una solucion.

Solucién

(a) El polinomio caracteristico de la ecuacién es P(A) = A\* 4+ 4% = A2(\% + 4) y las raices de la
ecuacién caracteristica, P(A) = 0, son A = 0 con multiplicidad 2 y A = 4+2i con multiplicidad 1.
Por tanto

{1, z,cos(2zx),sen(2x)}

es una base fundamental. Segun el método de similitud, la ecuacién completa admite una solucién
de la forma
y=acosz + bsenz.

Para determinar a y b, derivamos

= —asenx +bcosx

—acosx —bsenx

asenx — bcoszx

Y = acosz+bsenzx

y sustituimos en la ecuaciéon dada, obteniendo

=0

a
—3acosx — 3bsenz =senx — {b:—l/?)

Por tanto, la solucién general de la ecuacién es

1
y=—gsenz + 1 + cox + ez cos(2z) + eqsen(2x), ¢ €R,i=1...4.

(b) Dado que se trata de una ecuacién homogénea, por la férmula de Liouville, si y2 es una solucién
de la ecuacién linealmente independiente de y, entonces para algin C' # 0, se verifica

o2 i (@) _ Ce—f%dz _ Celn(x2+1)+k _ 0(332 + 1)Ck’ kEcR
dr \e™%

Considerando k£ = 0:
Yo 62x
= C/(a;2 +1)e*dr = C ((a:2 + 1)7 — /a:ez’” dx)

e—T
2x 2z 2x 2z B _
C(($2+1)e— (x‘; —/de» :C%(2m2—2x+3+k), keR

Asi, tomando k= 0, para C' = 4 se tiene que y = €*(22% — 2z + 3) es una solucién linealmente
independiente con y; = e~ %, por tanto, la solucion general es

y=cre ® + cpe®(22% — 22 +3), c1,c2 €R.




Resolver, aplicando transformada de Laplace , el Problema de Cauchy

[x’—x+2y=e't

y—-y= Betcostx(o) =0.y(0)=2

Solucién

P1: Llamamos L(x(t)) = F(s),L(y(t)) = G(s) y, entonces

L(x'(t)) = sF(s),L(y'(t)) =5sG(s) — 2,

L(eth(t)) = H%,L(cos th(t)) =

s2+1
3(s—1)
L(3etcosth(t)) =
( el cos ()) G-DZ+1
(s = DF(s) + 26(s) = —
S S 5= s+1
(s—1)G(s)=2+3— >
> 5= GG—1)2+1
P2: Despejamos las incognitas
2 3 1 4 6
G(s) = (s—1) (s—1)2+1'F(S) T 21 (s-1)2  (s—1)((s—=1)2+1)
P3: Tomamos antitransformadas
-1 1 t -1 1 t o
L ((s— 1)> =e'h(t),L ((s— D7t 1) = e'sint h(t),
-1 1 . -1 1 t
L <(S)2 — 1) = sinht h(t), L (m) =te"h(t)

L ((s = 1)((51— e : 1)) = 1
S —
=L <(s — 1)) - <(s —-1)2 + 1) = e“h(®)
— et costh(t),

Con lo cual x(t) = {sinht — 4t et — 6 et + 6et cos t}h(t)

y(t) = {2 et + 3etsint}h(t)



Problema 4. ((2,5 puntos) Calcule el volumen del sélido acotado entre el plano z = 0, el
paraboloide 9 — z = z2 + 42 vy el cilindro 22 + 3% = 2.

El cilindro, cuya ecuacién también se puede escribir como 22 + (y — 1)2 = 1, es de base circular,
su eje es paralelo al eje Z y pasa por el punto (0, 1,0). El paraboloide tiene su vértice en (0,0, 9)
z=0
proyecta en la regién de R? que encierra el cilindro, es decir,

y su interseccién con el plano XY es la circunferencia { . El sélido, llamémosle 2, se

D ={(z,y) € R?|2* + y* < 2y},

y estd delimitado por las graficas de las funciones z = fi(x,y) =0y z = fo(z,y) = 9 — (22 +9?),
siendo fo(z,y) > fi(z,y) = 0 para todo (z,y) € D, por tanto, el volumen de Q, Vol(Q2), viene dado
por

val@) = [[ (Rt = Aoty = [[ (0= (@ +12)dady,

Teniendo en cuenta cémo es la funcién integrando, parece adecuado un cambio de variable a coorde-
x = pcosf
y = psenf
se transforma con el cambio de variable en p? = 2psen, es decir, p = 0 6 p = 2send; y para que
esta curva esté definida debe ser 0 € [0, 7|, luego

nadas polares: ¢ = { siendo el jacobiano J,,(p,0) = p. La frontera de D, 2 + y* = 2y,

_ 0<o<nm
5= 0 = {00 0205500 |

Por tanto, teniendo en cuenta el teorema del cambio de variable

va) = [[©=pdpas = [ a0 /Ozsene(sap—p?’)dp

T 9 p4 p=2sen6 T
= / {pz — ] do = / (18 sen? @ — 4 sen* 9) do
0 2 4], 0
15

w/2
= 2/ (18sen® @ — 4sen’ ) df = 183(3/2,1/2) — 45(5/2,1/2) =| —=
0




