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Problema 1. (2,5 puntos) Resuelva la ecuacion diferencial

e’ <£_1> dx+%(1+e’”)dy:0 (1)

x

sabiendo que admite factor integrante funcion de x, es decir, p(z,y) = p(x).

Solucién: Por ser ¢(x) un factor integrante de la ecuacién, ha de verificarse:

2 (a2 ) - (-2 ser)

es decir,
e’ , 1 e’ 1+4¢€”
R 1 4 %)= c
o) S =1+ e) ] +olo) (S - 157),
y operando se llega a la ecuacién diferencial de variables separadas
) 1
plz) @

que integrando proporciona factores integrantes: In |p| = In|z| + C, y en consecuencia p(z) = z es
un factor integrante. Asi, multiplicando la ecuacién (1) por x se obtiene la ecuacién exacta

e"(y—x)de+ (1+e*)dy=0 (2)

cuyas soluciones coinciden con las de (1), puesto que, al multiplicar por el factor integrante, ni se
pierden ni se anaden soluciones. Por ser (2) una ecuacién exacta, sabemos que su solucién general
viene dada implicitamente como F(z,y) = C, con C € R, donde F' es una funcién potencial de
(P,Q) = (e*(y —x),1 4+ €"), esto es,

=ty —a)
g<x,y> Sl et = Floy) = [(L+e")dy = (14 )y + alz)

y derivando F'(x,y) respecto de x e igualando con la primera ecuacién, se tiene
"y +d(r) =e"(y —z) = d(z) = —ze* = a(x) = /:L“e:” de =e* —ze® +k, ke R

Ast, si k=0, F(z,y) = (1 +€”)y + €* — ze” es una funcién potencial de (P, Q), por tanto,

1+e")y+(1—z)e*=C, CeR




Problema 2. (2,5 puntos) Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales lineales:

(a) 2%y" — 2y + 2y = 0, sabiendo que y1 = = es una solucién particular.
(b) y" —y' +y —y=e.

Solucién: (a) Aplicando la férmula de Liouville, en el caso particular de ecuaciones diferenciales
lineales de segundo orden, se tiene que si y1, 2 son dos soluciones linealmente independientes de la
ecuacion homogénea dada, entonces, para algin C' # 0

d o2
W[yl,yz] = y%% <zf> =Ce J 122 dr _ Cef %dm _ Cten:v — Cl’2,

asi, si y; = z, se tiene que

x%%(%):Cﬁ::t%<%>:C:$%?=Cx+K%K€R

y para C' =1y K = 0 se obtiene la solucién 3o = 22 linealmente independiente con ;. Por tanto,
la solucién general de la ecuacién es

y=cix+cax?, ci,c0 €R

(b) La ecuacion caracteristica asociada a la ecuacién diferencial es A3—A24+A—1 = (A—1)(A\2+1) = 0,
asi, A = 1 y A = +i son raices simples; por tanto, {e”,cosz,senz} es una base fundamental y la
solucion general de la ecuacién diferencial homogénea asociada a la dada es

Yoy = C16" +cacosx + cgsenzx, c1,c2,c3 € R.

Para hallar una solucién particular de la ecuacién diferencial completa, por el método de similitud,
sabemos que admite una solucién de la forma

_ x
Ype = Axe”,

y para determinar A, derivamos:
y = A(l+x)e”
y" = A2+ x)e”
y" = AB+x)e”

y sustituimos en la ecuacién completa:
A(B+x)e®—A(24x)e*+A(1+x)e" —Aze” = e = A(3+x)—AQ2+z)+A(l+z)—Az=1=A=1/2

Por tanto,

Ypo = =x€”

y la solucién general de la ecuacion completa es

1
Yoo = Ype T You = 53:69” +c1e’ +cacosx +c3senw, c1,c2,c3 €R




Problema 3. (2,5 puntos) Aplicando la propiedad de convolucién de la transformada de Laplace,
resuelva la ecuacion

¢
z(t) =t+ 2/ x(u) cos(t — u) du
0
Solucién: Podemos observar que la integral presente en la ecuacion es la siguiente convolucién:

x(t) * cost = /0 x(u) cos(t — u) du,

cuya transformada de Laplace es

S
s24+1’

L (/Ot z(u) cos(t — u) du) = L(z(t) x cost) = F(s)

siendo F(s) = L(z(t)). Por tanto, aplicando la transformada de Laplace a la ecuacién dada, se
obtiene:

1 s
F(s) = ?+2F(s) 21
y despejando F(s):
s?+1 2 1 2 2

Fo) = a5 e 5o o

Finalmente, aplicando la transformada inversa de Laplace, se llega a que

z(t) = (2+t+2€(t — 1)) h(t)

Problema 4. ((2,5 puntos) Calcule la integral triple

I:///Q(x2+y2)dmdydz

Q:{(x,y,z)eRg]xZO,yZO,zZO,1§x2—|—y2+z2§4}

siendo

Solucién: Dado que el dominio es una regién limitada por dos esferas centradas en el origen, parece
adecuado un cambio de variable a las coordenadas esféricas 1 : [0, +00) x [0, 27] x [0, 7] — R3 tal

que ¥(p, 0, ) = (z,y, 2) siendo

y = psenfsen

x = pcosfsen p
g
Z = pcosp

xr,Y,z 2
= p“sen
J )’ P v

con lo que la integral quedaria:

w/2 w/2 2 31
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